
导数_题集3
试题
T1

新月

已知 a > 0，ex ≥ x+ 1 + x2 ln(ax) 恒成立，则 a 的最大值为  .

T2

新月

已知函数 f(x) = (x+ a) lnx− 2(x− 1).
(1) 若 a = 1，求 f(x) 的单调区间
(2) 当 x > 1 时，f(x) > 0，求 a 的取值范围
(3) 设 n ∈ N∗，证明：

1

(√2 + 1)2
+

1

(√3 +√2)2
+⋯+

1

(√n+ 1 +√n)2
< ln 4√n+ 1

T3

新月

2015年全国一卷(文科)
设函数 f(x) = e2x − a lnx.
(1) 讨论 f(x) 的导函数 f ′(x) 的零点个数.
(2) 证明：当 a > 0 时，f(x) ≥ 2a+ a ln 2

a

T4

新月

–



已知函数 f(x) = ax+ cosx(0 ≤ x ≤ π, a ∈ R) .
(1) 当 a = 1

2  时，求 f(x) 的单调区间.
(2) 若函数 f(x) 恰有两个极值点，记极大值和极小值分别为 M,m，求证：2M −m ≥ 3

2  .

T5

上弦月

2024年武汉二调
已知函数 f(x) = ex−1

x  .
(1) 求曲线 y = f(x) 在点 (1, f(1)) 处的切线方程.
(2) 证明：f(x) 是定义域上的增函数.
(3) 若 f(x) > ax，其中 a > 0 且 a ≠ 1，求实数 a 的值.

T6

上弦月

2022年”海明数学“高考模拟原创卷
已知函数 f(x) = lnx+ 1

2 x
2 − ax(a > 0) .

(1) 若曲线 y = f(x) 在 (x0, f(x0)) 处的切线过点 (0,− 3
2 )，求 x0 的值.

(2) 已知 f(x) 有两个极值点 x1,x2(x1 < x2)，且 f(x1) − f(x2) > λa− ln 2 − 3
4，求正实数 λ

的取值范围.

T7

上弦月

证明：当 0 < a ≤ 1 时，(x− 1)ex−a − lnx ≥ ln a

T8

上弦月

2014年天津卷
设 f(x) = x− aex(a ∈ R,x ∈ R)，已知函数 y = f(x) 有两个零点 x1,x2，且 x1 < x2 .
(1) 求 a 的取值范围.



(2) 证明： x2
x1

 随着 a 的减小而增大.
(3) 证明：x1 + x2 随着 a 的减小而增大.

T9

上弦月

2023年星云线上模拟考试（改编）
已知函数 f(x) = sinx− ln(x+ 1), 0 ≤ x ≤ π

2  .
(1) 证明：f(x) ≥ 0 .
(2) 是否存在 n ∈ N∗，使得

ln 2 < sin
1

1 × 3
+ sin

1
2 × 4

+⋯+ sin
1

n(n+ 2)
<

3
4

说明理由.

答案
T1

答案： 1
2 e

e2−3
4

提示：分离参数即可。

T2

答案：(1) 单调递增 (2) [1,+∞) (3) 略
提示：第二问给出了常见不等式 lnx > 2(x−1)

x+1 ,x > 1（参见文章：常用导数不等式汇总）第三
问的数列不等式比较简单，可以用单调性分析而不借助于第二问提供的不等式（参见文章：论
导数题中的数列不等式），令

an =
1

(√2 + 1)2
+

1

(√3 +√2)2
+⋯+

1

(√n+ 1 +√n)2
− ln 4√n+ 1

则 an+1 − an = 1
(√n+2+√n+1)2

− 1
4 ln

n+2
n+1  ，换元 x = n+2

n+1 > 1，则

an+1 − an =
√x− 1

x(√x+ 1)
−

1
4
lnx

<
√x− 1

√x+ 1
−

1
4
lnx

< 0
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这可由常见不等式 lnx > 2(x−1)
x+1 (x > 1) 得到，只需把 x 替换为 √x . （参见文章：常用导数不

等式汇总）
于是 {an} 单调递减，有 an ≤ a1 = 1

(√2+1)2
− 1

4 ln 2 < 0 ，得证。

T3

答案：(1) a ≤ 0，无零点；a > 0，有一个零点. (2) 略
提示：
第一问，f ′(x) = 2e2x − a

x
，显然 a ≤ 0 时 f ′(x) > 0 无零点；若 a > 0 ，显然 f ′(x) 单调递

增，容易观察得到两侧极限值：x→ 0 时 f ′(x) → −∞，x→ +∞ 时 f ′(x) → +∞，于是由零
点存在性定理知 f ′(x) 在 (0,+∞) 上存在唯一的零点。当然考试的时候为了防止扣分，最好不
要使用极限，而是取点，下面是取点的过程：

预设 x1 < 1，则 f ′(x1) < 2e2 − a
x1

 ，于是取 x1 = min{1, a
2e2 } ，就有 f ′(x1) ≤ 0 . 再预设

x2 > 1，则 f ′(x2) > 2e2x2 − a ，于是取 x2 = max{1, 12 ln
a
2 } ，就有 f ′(x2) ≥ 0 .根据零点存在

性定理得知存在 x0 ∈ [x1,x2] 使得 f ′(x0) = 0 .

第二问是一个隐零点问题. 由第一问可知当 a > 0 时，函数 f(x) 存在最小值 f(x0) ，其中隐零
点 x0 满足 f ′(x0) = 0，即 2e2x0 = a

x0
，优先考虑消去参数 a ，把 a 表示出来：a = 2x0e2x0  .

于是

我们要证明 f(x0) > 2a+ a ln 2
a，到这里会发现，如果把 2a+ a ln 2

a  中的 a 也全部替换掉的
话，会非常复杂。那么我们不妨转换思路，消去变量 x0，如下：

第二个等号用到了隐零点 x0 满足的等量关系：e2x0 = a
2x0
，lnx0 = ln a

2 − 2x0 ，最后一个不
等号用到了基本不等式。本题告诉我们隐零点问题不要一昧地把参数替换掉，有时反而需要把
隐零点替换掉。

T4

答案：(1) 单增区间是 (0, π
3 ) 和 ( 2π3 ,π)，单减区间是 ( π3 ,

2π
3 ) . (2) 略

提示：第二问，f ′(x) = a− sinx，要有两个极值点，则 0 < a < 1，且两个极值点 x1,x2 满足
sinx1 = a，sinx2 = a，推出 x1 + x2 = π 。根据单调性，x1 是极大值点，x2 是极小值点。 于
是

f(x0) = e2x0 − a lnx0
= e2x0 − 2x0e2x0 lnx0

f(x0) = e2x0 − a lnx0

=
a

2x0
+ 2ax0 + a ln

2
a

≥ 2a+ a ln
2
a
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其中使用了隐零点条件 sinx1 = a 消去了参数 a 。 然后构造函数
g(x) = (3x− π) sinx+ 3 cosx，x ∈ (0, π

2 )，然后求导证明 g(x) ≥ 3
2  即可。 值得一提的是本题

的等号是能取到的，当且仅当 x1 = π
3，即 a = 1

2  时（也就是第一问的情形）函数 f(x) 满足
2M −m = 3

2  。

T5

答案：(1) y = x+ e− 2 (2) 略 (3) √e
提示：
第二问需要证明 f ′(x) ≥ 0，等价于不等式 (x− 1)ex + 1 ≥ 0，这相当于常见不等式
ex ≤ 1

1−x (x < 1) （参见文章 常用导数不等式汇总）另外还有一个大坑：题目需要我们证明
f(x) 在整个定义域内单调递增，而这个定义域是被 0 分开了，因此我们需要证明 x > 0 的部
分比 x < 0 的部分大（否则就会像 1x  那样，虽然在两边分别是单减的，但在整个定义域内不
是单减的）。这很好证明，注意到

第三问是典型的恒成立求参数取值范围问题，优先考虑分离参数。两边取对数后，容易得到

ln a <
ln ex−1

x

x

于是只需要求出右边函数的最小值即可。首先判别未定式，当 x = 0 时，右边的函数值是未定
式 00，这里用到了极限 limx→0

ex−1
x = 1 ，此极限可以用洛必达法则或者泰勒公式求解。因此

分参的做法可能会涉及到极限值 limx→0
ln ex−1

x

x  的求解，这里我们就放弃分参，转而使用分类
讨论的做法。

如果直接构造函数 g(x) = ex−1
x − ax 进行讨论，我们需要证明 g(x) > 0 恒成立，但是此函数

的导数过于复杂，根本无法研究；

如果构造函数 g(x) = ex − 1 − xax ，我们需要证明：当 x > 0 时 g(x) > 0；当 x < 0 时
g(x) < 0 。
求导得 g′(x) = ex − (x ln a+ 1)ax = ax[( ea )

x − x ln a− 1]，令 h(x) = ( ea )
x − x ln a− 1， 求导

得 h′(x) = ( ea )
x ln e

a − ln a，到这里就可以讨论了：

2M −m = 2f(x1) − f(x2)
= 2f(x1) − f(π− x1)
= 2(ax1 + cosx1) − [a(π− x1) − cosx1]
= (3x1 − π)a+ 3 cosx1
= (3x1 − π) sinx1 + 3 cosx1

当 x > 0 时， ex−1
x

> x
x
= 1

当 x < 0 时， ex−1
x < x

x = 1

若 a > e，则 h′(x) 单调递增，由于 x→ −∞ 时 h′(x) → −∞；x→ +∞ 时 h′(x) → +∞

，故 h′(x) 存在唯一零点 x0，也是 h(x) 的最小值点。注意到 h(0) = 0，而且 x0 > 0（这

app://obsidian.md/posts/%E8%B5%84%E6%96%99/%E5%B8%B8%E7%94%A8%E5%AF%BC%E6%95%B0%E4%B8%8D%E7%AD%89%E5%BC%8F%E6%B1%87%E6%80%BB


综上，a = √e 。顺带一提，第三问的背景是不等式 e2x − 2xex − 1 ≥ 0 ，此不等式的出现频
率也比较高，建议记忆。

T6

答案：(1) 1 (2) (−∞, √22 )

提示：
第一问，f ′(x) = 1

x
+ x− a，切线为 y = (x0 + 1

x0
− a)(x− x0) + lnx0 + 1

2 x
2
0 − ax0 ，把

(0,− 3
2 ) 代入得 − 3

2 = − 1
2 x

2
0 − 1 + lnx0 。容易观察出有一个解为 x0 = 1，但是需要严格证明

只有这一个解。因此构造函数 g(x) = lnx− 1
2 x

2 + 1
2，求导 g′(x) = 1−x2

x ，于是 x = 1 是 g(x)
的最大值点，这就说明了 g(x) 只有 x = 1 一个零点。

第二问，f ′(x) = x2−ax+1
x ，因此两个极值点 x1,x2 是一元二次方程 x2 − ax+ 1 = 0 的两根。

根据韦达定理，有 x1 + x2 = a，x1x2 = 1 ，由于 x1 < x2，推出 x1 < 1 < x2 。我们有

下面需要利用之前的韦达定理进行消元。我们有 a = x1 + 1
x1
，x2 = 1

x1
，题目中的不等式：

ln
x1

x2
−

a

2
(x1 − x2) > λa− ln 2 −

3
4

转化为：

2 lnx1 −
1
2
(x21 −

1
x21

) > λ(x1 +
1
x1

) − ln 2 −
3
4

这就是恒成立求参数取值范围的问题，优先考虑分离参数：

λ <
2 lnx1 − 1

2 (x
2
1 −

1
x21
) + ln 2 + 3

4

x1 + 1
x1

然后辨别有无未定式，没有。于是可以放心地求解右边函数的最小值。令

g(x) =
2 lnx− 1

2 (x
2 − 1

x2
) + ln 2 + 3

4

x+ 1
x

, 0 < x < 1

可由 h′(0) < 0 得到）从而当 0 < x < x0 时，h(x) < 0，即 g′(x) < 0，g(x) 单减，
g(x) < g(0) = 0，不符合题意；

若 a = e，与上面同理，不符合题意；

若 0 < a < e 且 a ≠ 1，h′(x) 仍然是递增的，于是与上面同理，当 h′(0) < 0 ，即 a > √e

时不符合题意；当 h′(0) > 0，即 a < √e 时同理可分析出也不符合题意；只有 a = √e ，
即 h′(0) = 0 时，此时 h(x) ≥ h(0) = 0，g(x) 单增，又因为 g(0) = 0，所以 x > 0 时
g(x) > 0；x < 0 时 g(x) < 0，符合题意。

f(x1) − f(x2) = ln
x1

x2
+

1
2
(x1 − x2)(x1 + x2) − a(x1 − x2)

= ln
x1

x2
−

a

2
(x1 − x2)



求导得

g′(x) =
(1 − x2)(2 lnx+ 1

2 x
2 − 1

2x2 + ln 2 + 3
4 )

(x2 + 1)2

其中 2 lnx+ 1
2 x

2 − 1
2x2 + ln 2 + 3

4  单增且有零点 x = √2
2  ，从而 g(x) 的最小值为

g( √22 ) = √2
2 ，所以 λ 的取值范围是 (−∞, √22 ) 。

T7

答案：略
提示：尝试以下几种思路：

T8

答案：(1) (0, 1
e
) (2) 略 (3) 略

提示： 本题非常经典。
第二、三问属于极值点偏移中比较精细的问题，因此采用差值换元（参见文章 论极值点偏
移）设 t = x2 − x1 > 0， 可得

由第一问的讨论可知 0 < x1 < 1 < x2，当 a 减小时， x1
ex1

 减小，由函数 x
ex

 的单调性可知 x1
减小，
再由函数 t

et−1  的单调性可知当 x1 减小时，t 增大，所以 t 随着 a 的减小而增大。

分类讨论法：构造函数 f(x) = (x− 1)ex−a − lnx− ln a 进行求导讨论，非常繁琐。
同构法：虽然指对混合，但本题无法同构。

变换主元法：把 a 看作主元，构造函数 f(a) = (x− a)ex−a − lnx− ln a ，求导得
f ′(a) = e−a[(1 − x)ex − ea

a ] ，容易证明 e
a

a ≥ e，(1 − x)ex ≤ 1，则 f ′(a) < 0 ，f(a) 单调
递减，f(a) ≥ f(1) = (x− 1)ex−1 − lnx ，求导容易证明 (x− 1)ex−1 − lnx ≥ 0 。
放缩法(加强不等式精度)：根据常见不等式：lnx ≤ x− 1，我们有 ln(ax) ≤ ax− 1，故只
需要证明 (x− 1)ex−a ≥ ax− 1 即可，而这个不等式直接构造函数
g(x) = (x− 1)ex−a − ax+ 1 就能轻松证明。

x1 =
t

et − 1

x2 =
tet

et − 1

a =
x1

ex1
=

x2

ex2

x2
x1

= et，随着 t 的增大而增大，从而随着 a 的减小而增大。

x1 + x2 =
t(et+1)
et−1  随着 t 的增大而增大，从而随着 a 的减小而增大。
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这道题目本质上需要根据 a 的增减判断出 t 的增减，然后由于 x1 和 x2 都表示成了 t 的函数，
那么由 x1,x2 组成的任何式子都能表示成 t 的函数，从而可以求导判断单调性。然而比较巧妙
的地方是，尽管 a 能够表示成 t 的函数：

a =
ex1

x1
=

e
t

et−1

t
et−1

但我们没有直接研究 a 与 t 之间的增减性关系（因为上面的函数太复杂了），而是先研究 a
与 x1 之间的增减性关系，再研究 x1 与 t 之间的增减性关系，从而间接地得到 a 与 t 之间的增
减性关系。这其实利用了复合函数的“同增异减”。

T9

答案：(1) 略 (2) 略
提示：
第一问直接求导 f ′(x) = (x+1) cosx−1

x+1  ，令 g(x) = (x+ 1) cosx− 1，
g′(x) = cosx− (x+ 1) sinx，显然 g′(x) 单调递减，由 g′(0) = 1 > 0，g′( π2 ) = −1 − π

2 < 0，
知 g(x) 先增后减，再由 g(0) = 0，g′( π2 ) = −1，知 f(x) 先增后减；于是
f(x) ≥ min{f(0), f( π2 )} = 0 。

第二问，对于右侧不等式，使用常见不等式 sinx ≤ x(0 ≥ x ≤ π
2 ) 可得

对于左侧不等式，显然需要使用题目第一问提供的不等式 sinx ≥ ln(x+ 1) ，可得

但我们发现 ln 2(n+1)
n+2 < ln 2，不等号方向反了，意味着放缩放过头了，需要提高放缩精度。而

提高精度通常有两种方案：

第一种方案肯定不行，因为题目明确提示了不等式 sinx ≥ ln(x+ 1)，而且对于这个不等式我
们也没有好的手段进行加强。
所以考虑放项，这里我们保留第一项不参与放缩，则：

sin
1

1 × 3
+ sin

1
2 × 4

+⋯+ sin
1

n(n+ 2)
<

1
1 × 3

+
1

2 × 4
+⋯+

1
n(n+ 2)

=
3
4
−

1
2(n+ 1)

−
1

2(n+ 2)

<
3
4

sin
1

1 × 3
+ sin

1
2 × 4

+⋯+ sin
1

n(n+ 2)
> ln

22

1 × 3
+ ln

32

2 × 4
+⋯+ ln

(n+ 1)2

n(n+ 2)

= ln
2(n+ 1)
n+ 2

选用精度更高的不等式

放项



我们令

sin
1
3
+ ln

3(n+ 1)
2(n+ 2)

> ln 2

解得

n >
8 − 3esin

1
3

3esin
1
3 − 4

所以，对于所有 n > 8−3esin
1
3

3esin
1
3−4

 ，都有

ln 2 < sin
1

1 × 3
+ sin

1
2 × 4

+⋯+ sin
1

n(n+ 2)
<

3
4

恒成立。

注1： 8−3esin
1
3

3esin
1
3−4

≈ 43.53

注2：利用计算机可得满足不等式

ln 2 < sin
1

1 × 3
+ sin

1
2 × 4

+⋯+ sin
1

n(n+ 2)
<

3
4

的最小正整数 n 为 19

sin
1

1 × 3
+ sin

1
2 × 4

+⋯+ sin
1

n(n+ 2)
< sin

1
1 × 3

+ ln
32

2 × 4
+⋯+ ln

(n+ 1)2

n(n+ 2)

= sin
1
3
+ ln

3(n+ 1)
2(n+ 2)


