
再论极值点偏移
前排提示:本文的前两节仅限学有余力的同学研究

在文章 论极值点偏移 中，我介绍了极值点偏移问题最常用的两种方法：构造函数法和比值/差
值换元法。本文将介绍两种进阶方法：放缩和拟合，此外，还将介绍一种题型：拐点偏移。

1. 放缩

放缩法要求你熟记各种常用的导数不等式，移步另一篇文章：常用导数不等式汇总 。
在选择用什么不等式进行放缩的时候，需要保证选择的不等式的取等条件与待证不等式的取等
条件一致。

下面举几个例子

{{}}
已知函数 f(x) = (x−1) lnx

x ，f(x1) = f(x2)，x1 ≠ x2，证明：x1x2 > 1 。
{{}}

解析：
本题用构造函数法或比值换元法也可以轻松解决。下面使用放缩法，首先讨论 x1,x2 的范围。
对 f(x) 求导 f ′(x) = lnx+x−1

x2  ，分母是单增的，零点为 1 ，故 f(x) 先减后增，极小值点为 1
。不妨设 x1 < x2，则 x1 < 1 < x2 。
由条件 f(x1) = f(x2) 得

(x1 − 1) lnx1

x1
=

(x2 − 1) lnx2

x2

应用不等式 lnx ≤ x− 1 ，得

(x1 − 1)2

x1
<

(x1 − 1) lnx1

x1
=

(x2 − 1) lnx2

x2
<

(x2 − 1)2

x2

注意上面两个不等号反向的原因是 x1 − 1 是负的， x2 − 1 是正的。于是我们有

(x1 − 1)2

x1
<

(x2 − 1)2

x2

化简后，即得 x1x2 > 1 。如果是考试，上面使用 lnx ≤ x− 1 之前需要先证明。这里选择这
个不等式进行放缩，是考虑到其取等条件为 x = 1 ，而本题的待证不等式的“取等条件”也是
x1 = x2 = 1 。如果你选择不等式 lnx ≤ x

e  进行放缩，则不能证得结果，因为这个不等式的取
等条件是 x = e 。
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{{}}
已知函数 f(x) = x− lnx，f(x1) = f(x2) = a，x1 ≠ x2，证明：x1 + x2 > 1 + a。
{{}}

首先讨论 x1,x2 的范围。求导 f ′(x) = 1 − 1
x  ，f(x) 先减后增，极小值点为 1 。不妨设

x1 < x2 ，则 0 < x1 < 1 < x2 。
由条件 f(x1) = f(x2) = a ，得

x1 − lnx1 = x2 − lnx2 = a

本题待证不等式的取等条件不明，但根据函数的极值点为 1 ，我们倾向于选择取等条件为 1
的不等式进行放缩。应用下面的不等式：

{

得到

x1 −
2(x1 − 1)
x1 + 1

< x1 − lnx1 = x2 − lnx2 = a < x2 −
2(x2 − 1)
x2 + 1

即

即

{

即

x2
1 − (a+ 1)x1 + 2 − a < x2

2 − (a+ 1)x2 + 2 − a

整理即得 x1 + x2 > 1 + a 。
选择放缩不等式是一个不断试错的过程。本题如果选择其它取等条件为 1 的不等式进行放缩，
则会得到不一样的结果。例如，选择不等式

{

则会得到 x1 + x2 < 2a 。如果选择不等式

{

则会得到 √x1 +√x2 < a 。这两种结果的不等号都与本题待证不等式的不等号相反，这是因
为这两种放缩不等式的不等号都与本题使用的放缩不等式相反！

lnx < 2(x−1)
x+1 0 < x < 1

lnx > 2(x−1)
x+1 x > 1

⎧⎪⎨⎪⎩x1 −
2(x1 − 1)
x1 + 1

< a

x2 −
2(x2 − 1)
x2 + 1

> a

x2
1 − (a+ 1)x1 + 2 − a < 0

x2
2 − (a+ 1)x2 + 2 − a > 0

lnx > 1
2 (x− 1

x
) 0 < x < 1

lnx < 1
2 (x− 1

x ) x > 1

lnx > √x− 1
√x

0 < x < 1

lnx < √x− 1
√x

x > 1



2. 拟合

拟合法要求你知道泰勒公式。限于篇幅，本文并不打算介绍泰勒公式，你可以自行查阅其它资
料，或者参考本博客的其它文章（如果写了的话），标签为

{{}}
已知函数 f(x) = x lnx，f(x1) = f(x2)，x1 ≠ x2，证明：x1 + x2 > 2

e。
{{}}

解析：
首先，讨论 x1,x2 的范围。x lnx 是常见函数，图像要熟记：

务必记住当 x → 0 时，x lnx → 0 。不妨设 x1 < x2，则 0 < x1 < 1
e
< x2 < 1 。由于待证不

等式的取等条件是 x1 = x2 = 1
e

 ，于是我们在 x = 1
e

 处进行二阶泰勒展开：

g(x) = f(
1
e
) + f ′(

1
e
)(x−

1
e
) +

f ′′( 1
e
)

2
(x−

1
e
)2

计算得 g(x) = − 1
e
+ e

2 (x− 1
e
)2 。我们希望有下面的不等式成立：

接下来我们验证 f(x) 与 g(x) 之间是否存在上述不等式。构造函数

泰勒公式

⎧⎪⎨⎪⎩f(x) > g(x) 0 < x <
1
e

f(x) < g(x)
1
e
< x < 1
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h(x) = f(x) − g(x) = x lnx+
1
e
−

e

2
(x−

1
e
)2

求导

h′(x) = lnx− ex+ 2

单调性不明显，继续求导 h′′(x) = 1
x − e ，于是 h′(x) 的最大值为 h( 1

e ) = 0 ，则 h′(x) ≤ 0 ，
h(x) 单调递减。又因为 h( 1

e ) = 0，故当 0 < x < 1
e  时，h(x) > 0；当 x > 1

e  时，h(x) < 0 。
即

{

这就是我们要用来放缩的不等式了。应用在 f(x1) = f(x2) 上，就有

−
1
e
+

e

2
(x1 −

1
e
)2 < f(x1) = f(x2) < −

1
e
+

e

2
(x2 −

1
e
)2

整理即得 x1 + x2 > 2
e

 。
在考试的时候，你不需要写出泰勒公式，或者说不需要写出函数 g(x) 的构造过程，直接从
h(x) 开始写起即可，这在逻辑上完全没有问题，只是如果阅卷老师不了解这种方法的话，会
觉得难以理解。下面这道题，我就用这种方式写解析：

{{}}
已知函数 f(x) = x− lnx，f(x1) = f(x2)，x1 ≠ x2，证明：x1 + x2 > 2。
{{}}

解析：
求导 f ′(x) = 1 − 1

x
，当 0 < x < 1 时，f ′(x) < 0，f(x) 单减；当 x > 1 时，f ′(x) > 0，f(x)

单增。不妨设 x1 < x2，则 x1 < 1 < x2 。构造函数

g(x) = x− lnx− 1 −
1
2
(x− 1)2

求导 g′(x) = − (x−1)2

x < 0 ，g(x) 单减。又因为 g(1) = 0，故

{

由于 f(x1) = f(x2) ，根据上面的不等式，有

1 +
1
2
(x1 − 1)2 < f(x1) = f(x2) < 1 +

1
2
(x2 − 1)2

整理即得 x1 + x2 > 2 。
上面的解答，完全隐藏了函数 g(x) 的构造过程。不了解拟合法的人看到这个过程，会觉得惊
为天人、神之一手。

f(x) > − 1
e + e

2 (x− 1
e )

2 0 < x < 1
e

f(x) < − 1
e
+ e

2 (x− 1
e
)2 x > 1

e

x− lnx > 1 + 1
2 (x− 1)2 0 < x < 1

x− lnx < 1 + 1
2 (x− 1)2 x > 1



{{}}
已知函数 f(x) = ex

x ，f(x1) = f(x2)，x1 ≠ x2，证明：x1 + x2 > 2。
{{}}

解析：
首先，讨论 x1,x2 的范围，求导 f ′(x) = (x−1)ex

x2 ，f(x) 先减后增，极小值点为 1 。图像大致如
下：

不妨设 x1 < x2，则 0 < x1 < 1 < x2 。考虑到待证不等式的取等条件是 x1 = x2 = 1 ，因此我
们对 f(x) 在 x = 1 处进行二阶泰勒展开，得到

我们希望有下面的不等式成立：

{

下面我们验证 f(x) 与 g(x) 之间的不等关系。构造函数 h(x) = f(x) − g(x) ，求导

h′(x) =
(x− 1)(ex − ex2)

x2

很明显，我们还要研究 ex − ex2 的性质。令 j(x) = ex − ex2，求导得 j′(x) = ex − 2ex，性质
仍不明确，继续求导得 j′′(x) = ex − 2e，则 j′(x) 先减后增，最小值

g(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)
2

(x− 1)2

= e+
e

2
(x− 1)2

f(x) < g(x) 0 < x < 1
f(x) > g(x) x > 1



j′(ln 2e) = 2e(1 − ln 2e) < 0，又因为在两侧无穷处，j′(x) → +∞，故 j′(x) 图像大致如下：

注意 j′(0) = 1 > 0 。由于 0 < x1 < 1 < x2，我们实际上只需要考虑 x > 0 的区域。由上图可
知，j(x) 先增后减再增，再根据几个关键点：j(0) = 1, j(1) = 0, j(+∞) = +∞，可以画出其大
致图像如下：

于是，当 0 < x < 1 时，h′(x) < 0；当 x > 1 时，我们希望能有 h′(x) > 0 恒成立，但由上图
知 j(x) 在 x > 1 的区域一开始是小于 0 的，此时 h′(x) < 0 ，这就不能得到我们想要的不等式
了。因此，本题是不能用拟合法做的，可以用构造函数法或者差值换元法解决。

3. 拐点偏移

极值点是 f ′(x) 的变号零点，而拐点是 f ′′(x) 的变号零点。从几何上看，极值点是函数单调性
改变的分界点，而拐点则是函数凹凸性改变的分界点。典型的例子是 f(x) = x3 ，其二阶导



f ′′(x) = 6x，拐点为 x = 0 。从图像上看，在拐点左侧，函数上凸；在拐点右侧，函数下凸。

拐点偏移与极值点偏移的区别在于，条件 f(x1) = f(x2) 换成了 f(x1) + f(x2) = C，其中 C
是一个常数，常规情况下，C 是拐点处函数值的两倍，即 C = 2f ′′(x0)，其中 x0 是拐点。至
于做法，和极值点偏移差不多，一般使用构造函数法。举个例子：如果条件为
f(x1) + f(x2) = 1，待证不等式为 x1 + x2 > 2，则把待证不等式转化为比较 f(x1) 与
f(2 − x2) 的大小，再转化为比较 1 − f(x2) 和 f(2 − x2) 的大小，构造函数
g(x) = 1 − f(x) − f(2 − x) 即可。

下面是一个拐点偏移的例子：

{{}}
已知函数 f(x) = 2 lnx+ x2 − 1，f(x1) + f(x2) = 0，x1 ≠ x2，证明：x1 + x2 > 2

{{}}

解析：
首先讨论 x1,x2 的范围。由于 f(x) 显然单增，且 f(1) = 0（可以验证 1 是函数的拐点），则
有

f(x1) + f(x2) = 0 = 2f(1)

不妨设 x1 < x2，则 0 < x1 < 1 < x2 。待证不等式 x1 + x2 > 2 转化为 x1 > 2 − x2 ，不等号
两边均落在单增区间上，转化为 f(x1) > f(2 − x2) ，利用 f(x1) + f(x2) = 0 转化为
−f(x2) > f(2 − x2) ，构造函数

g(x) = f(x) + f(2 − x) x > 1

求导证明 g(x) < 0 恒成立即可，过程略。



相信看到这里，你已经掌握了拐点偏移的解法（其实东西不多）


