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1.概念
数列： 顾名思义，就是一列数 a1, a2, a3, . . . an. . . ，用 {an} 表示。注意以下几点：

前n项和： Sn = a1 + a2+. . .+an ，Sn 本身也构成一个数列 {Sn}。an 和 Sn 的关系是：

an = Sn − Sn−1

其中 n ≥ 2 。对于 n = 1 ，直接有 a1 = S1 。

通项公式： 如果 an 能写成 an = f(n) 的形式（其中 f(n) 是一个关于 n 的函数），那么 f(n)
就称为数列 {an} 的通项公式。例如数列 {1, 2, 3, 4, . . . } 的通项公式是 an = n 。注意以下几
点：

Caution

1. 高中阶段，数列的下标 n 都是从 1 开始的，也就是没有 a0 。
2. 数列里面可以有无穷个数，此时称为无穷数列；否则是有穷数列。
3. 数列并不要求 an 有规律、有递推式、有通项公式，它们仅仅是一列数而已，完全没
有规律也是可以的。另外，即使有规律，也不一定有递推式和通项公式，例如质数
列: {2, 3, 5, 7, 11, . . . } 没有通常意义下的递推公式和通项公式。

4. 数列中的元素称为数列的项，元素个数称为项数。

Caution

1. 数列并不一定有通项公式，实际上恰恰相反，几乎所有的数列都求不出通项公式，
只有极少数的特殊数列能求出通项公式，例如等差和等比。

2. 根据一个通项公式，不能唯一确定一个数列。例如 an = n 对于数列 {1, 2, 3, 4} 和
{1, 2, 3} 都是成立的。

3. 对于一个数列，它的通项公式也不唯一。例如数列 1, 2, 3 的通项公式可以是 an = n

，也可以是 an = − 1
6 n

3 + n2 − 5
6 n+ 1 。(这实际上是多项式函数的插值，经过点



递推公式： 如果 an 能写成 an = f(a1, a2, a3, . . . an−1) 的形式（其中 f(a1, a2, a3, . . . an−1) 是一
个关于 a1, a2, a3, . . . an−1 的表达式），那么 f(a1, a2, a3, . . . an−1) 就称为数列 {an} 的递推公
式。简单来
说，就是数列中的任意一项 an 都能通过它之前的 n− 1 项求出来。注意以下几点：

2.根据递推式求通项公式
这是数列中最最最常考的题型。下面介绍一些常见案例：

an = pan−1 + q

最常见的情况。这时 an 相当于 an−1 的一次函数。我们分几种情况讨论：

简单，显然是等比数列（如果 p ≠ 0）。

(1, 1),(2, 2),(3, 3) 的多项式函数有无数个)即使是无穷数列也如此，例如 1, 2, 3, 4, . . .

的通项公式可以是 an = n 也可以是 an = {  。− 1
6 n

3 + n2 − 5
6 n+ 1 n = 1, 2, 3

n n ≥ 4

Caution

利用斐波那契数列的递推公式，我们可以算出 a20 = 6765 ，另一方面利用斐波那契数列
的通项公式，我们可以得到 a20 = 1

√5
[( √5+12 )20 − ( 1−√52 )20] 。 所以

( √5+12 )20 = 6765√5 + ( 1−√52 )20,由于6765√5 ≈ 15126.9 ， | 1−√52 | < 0.7 ， ( 1−√52 )20 小到
可以忽略不计 ，故答案就是 15126 。

1. 根据通项公式不一定能求出递推公式，例如 an = sin (n) + n 。
2. 根据递推公式也不一定能求出通项公式，例如 an+1 = sin an + an 。
3. 如果我们要求出数列中的某一项，有时候用递推公式反而比通项公式方便。例如斐
波那契数列的递推公式是 an+2 = an+1 + an ，通项公式是
an = 1

√5
[( √5+12 )n − ( 1−√52 )n] 。如果我们要手算出第20项 a20，显然应该用递推公

式。插一句题外话，某 top2 大学的自主招生考过一个题目：

Question
求 ( √5+12 )20 的整数部分

1. an = pan−1

2. an = an−1 + q



简单，显然是等差数列。

重头戏来了，由于字母 p, q 看着不方便，我们不妨设置 p = 2, q = 1 且 a1 = 1，即

an = 2an−1 + 1, a1 = 1

先说结论：上面的递推公式可以写成 an + 1 = 2(an−1 + 1)，从而数列 {an + 1} 就成为一个等
比数列，an + 1 = 2n，得到 an = 2n − 1 。

我们关心两个问题：为什么这个递推公式能写成上面的形式，为什么是 {an + 1} 而不是
{an + 2} (或者其它)。

回答第一个问题：我们之前讨论过 q = 0 的情况，即 an = pan−1 ，此时很明显是一个等比数
列。但是如果右边加上一个非零常数后，就不是等比数列了。这其实相当于把一个经过原点的
一次函数进行平移，那么平移后的函数就不再经过原点了，也就是 an 不再是等比数列。那如
果我们再把这个一次函数“平移回去”，是不是又会得到一个等比数列了？例如在本题中，
an = 2an−1 + 1 ，相当于把 an = 2an−1 向上平移了 1 ，那么我们把 an 向左平移 1 得到的
an + 1 就是一个等比数列了。因为对于一次函数 y = ax+ b 而言，把 y 向上平移和把 x 向左
平移是等价的。

回答第二个问题：根据上面的讨论，我们已经知道，对于递推公式 an = pan−1 + q ，
q ≠ 0, p ≠ 1，它总能写成 an + x = p(an−1 + x) 的形式，把它展开后，得到
an = pan−1 + (p− 1)x ，从而有 (p− 1)x = q ，得到 x = q

p−1  。例如在本题中，x = 1
2−1 = 1

，所以 {an + 1} 是等比数列，公比就是 p = 2 。

再看一个例子：an = 3an−1 − 1，a1 = 0，求通项公式。我们计算得到 x = −1
3−1 = − 1

2  ，因此
{an − 1

2 } 就是一个首项为 − 1
2  ，公比为 3 的等比数列，从而 an = − 1

2 3
n−1 + 1

2  。

an = pa
q
n−1

两边取对数，得到 ln an = q ln an−1 + ln p ，令 bn = ln an ，则 bn = qbn−1 + ln p ，这就变成了
上面那种情形了。

看一个例子：an = 3a2n−1 ，a1 = 1 ，求通项。两边取对数得到 ln an = 2 ln an−1 + ln 3 ，计算
得 x = ln 3

2−1 = ln 3 ，因此 {ln an + ln 3} 是一个首项为 ln 3 ，公比为 2 的等比数列，......

再看一个例子：an = a2n−1 + 2an−1，a1 = 1，求通项。两边加1得到 an + 1 = (an−1 + 1)2 ，把
an + 1 看成整体即可。

an+2 = pan+1 + qan

3. an = pan−1 + q ，其中 p ≠ 1



这是所谓的二阶常系数齐次递推公式 。很多著名数列，例如斐波那契数列 an+2 = an+1 + an

，佩尔数列 an+2 = 2an+1 + an 都属于这种类型。
要想求解这个递推公式，一种方法是使用矩阵的特征根。虽然高中不涉及，但是曾经在高考卷
上出现过。感兴趣的同学，可以上网搜索，关键词”不动点“和“特征根”。
还有一种方法，就是所谓的“母函数法”，这种方法在高中知识的范围内，详情见本资料后面部
分。

an =
pan−1+q
san−1+t

这种递推式需要用不动点求解，这里不做介绍。但是有两个特例：

an = pan−1 + f(n)

这种情况也是比较常见的。我们直接举例说明：(假设下面各例中都有 a1 = 1)

可见，如果 p ≠ 1 ，那么我们在两边同时除以 pn ，就能化为 p = 1 的情况。

an = f(n) ∗ an−1

这种情况比较简单，累乘即可，例如 an = n−1
n+1 an−1 。

an = f(Sn)

1. p = 0
这种情况一般是周期数列，可以算出前几项来检验。举个例子：an = 1

1−an−1
 ，a1 = 1

2  。
可以算出 a2 = 2, a3 = −1, a4 = 1

2  ，所以周期为 3 。
2. q = 0
把两边取倒数即可。举个例子：an =

an−1
1+an−1

，转换成 1
an

= 1
an−1

+ 1 ，从而 { 1
an
} 是一个

等差数列。

1. an = an−1 + n

累加，就有
an = a1 + (a2 − a1) + (a3 − a2) + (a4 − a3)+. . . +(an − an−1) = 1 + 2 + 3+. . .n = n(n+1)

2

2. an = an−1 + 2n

同样是累加

3. an = 2an−1 + n

两边同除 2n ，得到 an2n = an−1
2n−1 +

n
2n−1  ，把 an2n  看成一个整体，累加即可。



一般都要用 an = Sn+1 − Sn 来转换。这里就有两种情况，要么从左到右转换，要么从右到
左，这就要具体题目具体分析了。但是尤其要注意 n 的取值范围，举几个例子：

3.技术
裂项相消

直接说结论：分式 1
(n−x1)(n−x2)(n−x3)...(n−xm)

 可以写成 λ1
n−x1

+ λ2
n−x2

+. . .+ λm

n−xm
 的形式。例如：

系数 λ1,λ2, . . .λm 可以通过待定系数法求出来，例如上面的第二个式子，我们令

1
n(n+ 1)(n+ 2)

=
λ1

n
+

λ2

n+ 1
+

λ3

n+ 2

把右边的式子通分，得到

1. an+1 = Sn + 2，a1 = 1

把 an+1 = Sn + 2 与 an = Sn−1 + 2 相减，得到 an+1 − an = an ，即 an+1 = 2an ，但是要
注意这里 n ≥ 2 ，这是因为上面用到了式子 an = Sn−1 + 2，要求下标 n− 1 ≥ 1 。所以
不能简单地认为数列 an 是一个等比数列，只能说从第二项开始是等比的，公比为 2 ，但
第一项和第二项的比值却不一定为 2 。我们可以算出 a2 = 3，从而 a2

a1
= 3 ≠ 2 ，因此通

项公式为：

an = {
1 n = 1
3 ∗ 2n−2 n > 1

2. Sn = 1
2 (an +

1
an
)，a1 = 1

把 Sn = 1
2 (an +

1
an
) 和 Sn−1 = 1

2 (an−1 +
1

an−1
) 相减，得到

an = 1
2 (an − an−1 + 1

an
− 1

an−1
) 。注意这里 n ≥ 2 。我们把 an 和 an−1 移到两边，得到

an −
1
an

= −(an−1 +
1

an−1
)

两边平方，得到

a2n +
1
a2n

= a2n−1 +
1

a2n−1
+ 4

很明显，数列 {a2n +
1
a2n
} 是一个公差为 4 的等差数列。

Example

1. 1
n(n+1) =

1
n − 1

n+1

2. 1
n(n+1)(n+2) =

1
2n + 1

2(n+2) −
1

n+1

3. 1
n2−3n+2 = 1

(n−1)(n−2) =
1

n−1 −
1

n−2



λ1(n+ 1)(n+ 2) + λ2n(n+ 2) + λ3n(n+ 1)
n(n+ 1)(n+ 2)

=
(λ1 + λ2 + λ3)n2 + (3λ1 + 2λ2 + λ3)n+ 2λ1

n(n+ 1)(n+ 2)

比较系数，应该有 λ1 + λ2 + λ3 = 0，3λ1 + 2λ2 + λ3 = 0，2λ1 = 1。解得 λ1 = 1
2，λ2 = −1

，λ3 = 1
2  。

错位相减

我们把等差数列与等比数列的乘积叫做差比数列，例如 an = n ∗ 2n 。错位相减是用来求解差
比数列的前n项和的。
以 an = n ∗ 2n 为例，写出

其中第二行是把第一行乘以公比2得到的。然后把两行按照上面的对应顺序相减，得到

−Sn = 1 ∗ 21 + (22 + 23 + 24 +⋯+ 2n) − n ∗ 2n+1 = 2n+1 − 2 − n ∗ 2n+1

于是 Sn = 2 + (n− 1) ∗ 2n+1。

母函数法

前排提示：本节内容仅供学有余力的同学学习

对于一个数列 {an}，我们称函数

f(x) = a1x+ a2x
2 + a3x

3 +⋯+ anx
n

为 {an} 的母函数。

不难发现母函数的一个性质是 f(1) = Sn，这里 Sn 是前 n 项和。

母函数定义很简单，但是威力令人难以置信地强大。下面我们用母函数来求解斐波那契数列

F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn

的通项公式。

母函数为 f(x) = F1x+ F2x
2 + F3x

3 +⋯+ Fnx
n 。于是

xf(x) = F1x
2 + F2x

3 + F3x
4 +⋯+ Fnx

n+1

x2f(x) = F1x
3 + F2x

4 + F3x
5 +⋯+ Fnx

n+2

计算

Sn = 1 ∗ 21+ 2 ∗ 22 + 3 ∗ 23 +⋯+ n ∗ 2n

2 ∗ Sn = 1 ∗ 22 + 2 ∗ 23 +⋯+ (n− 1) ∗ 2n + n ∗ 2n+1



等式左边，1 − x− x2 有两个零点，分别记作 α = −1+√5
2 ，β = −1−√5

2 。把这两个零点代入上
式，左边为 0，右边也应当为 0，于是就有

这相当于一个关于 Fn，Fn+1的二元一次方程组，解之，得到

Fn =
αn − βn

αnβn(β− α)

αβ = −1，β− α = −√5，代入上式化简得到

Fn =
1

√5
[( 1 +

√5
2

)
n

− ( 1 −
√5
2

)
n

]

这就是斐波那契数列的通项公式。

母函数的作用远不止如此，例如，在之前求出的

(1 − x− x2)f(x) = x− Fn+1x
n+1 − Fnx

n+2

中，我们取 x = 1，注意到 f(1) = F1 + F2 +⋯+ Fn 是前 n 项和，于是有

F1 + F2 +⋯+ Fn = Fn+1 + Fn − 1 = Fn+2 − 1

这就得到了斐波那契数列一个特别性质。如果取 x 为其它数，还能得到更多等式。例如 x = 2

，f(2) = 2F1 + 22F2 +⋯+ 2nFn，就有

2F1 + 22F2 +⋯+ 2nFn =
2n+1Fn+1 + 2n+2Fn − 2

5

读者可以发挥想象力，探索母函数的其它作用。

(1 − x− x2)f(x) = F1x+ (F3 − F2 − F1)x3 + (F4 − F3 − F2)x4 +⋯+ (Fn − Fn−1 − Fn−2)xn

− (Fn−1 + Fn)xn+1 − Fnx
n+2

= x− Fn+1x
n+1 − Fnx

n+2

α− αn+1Fn+1 − αn+2Fn = 0
β− βn+1Fn+1 − βn+2Fn = 0

Todo

作为练习，读者可以试着用母函数求解佩尔数列：

P1 = 0, P2 = 1, Pn+2 = 2Pn+1 + Pn

的通项公式。

Tip

除了上面三种技术，感兴趣的同学还可以上网搜索“蛛网工作法”。



4.数列求和
数列求和是最古老的数列问题之一。

等差等比求和公式

例：an = 2n + n+ 1，求 Sn

Sn = 2 ∗ 1−2n
1−2 + n(n+1)

2 + n = 2n+1 − 2 + n(n+3)
2

裂项相消

例1：an = 1
√n+√n+1

，求 Sn

an = √n+ 1 −√n，Sn = (√2 −√1) + (√3 −√2) +⋯+ (√n+ 1 −√n) = √n+ 1 − 1

上面这种对根号的裂项本质上就是分母有理化，一定要掌握。一般地，我们有

1
√n+√n+k

= 1
k
(√n+ k−√n)

例2：an = 4n2
(2n−1)(2n+1)，求Sn

an = 1 + 1
(2n−1)(2n+1) = 1 + 1

2 (
1

2n−1 −
1

2n+1 )，Sn =…

首先把分子变成常数，然后运用之前讲的方法裂项即可。本题实际上不需要待定系数了，直接
能看出来。

例3：an = 2n

(2n−1)(2n+1−1)，求 Sn

an = 1
2n−1 −

1
2n+1−1  ，Sn =…

总之先裂开再说，然后发现 (2n+1 − 1) − (2n − 1) 刚好是 2n。

例4：an = n+2
n(n+1)2n ，求 Sn

an = 2[ 1
n2n −

1
(n+1)2n+1 ]，Sn =…

这题比较难，总之还是先裂开再说，我们希望裂项后是两个分数相减，它们的分母上分别有一
个 n 和 n+ 1 ，然后要想使得裂项后的结果求和时能够相消，它们的分母上还应该分别有一个
2n 和 2n+1。于是就有 1

n2n −
1

(n+1)2n+1  ，我们通分后发现还要乘以系数 2 。

例5：an = tan (n− 1) tann，求 Sn

an = 1
tan 1 [tann− tan (n− 1)] − 1，Sn =…



冷门的三角裂项，看看就好。

分段通项公式的求和

例：an+1 = { ，a1 = 1，求 Sn

首先我们需要求出 an 的通项公式。如果题干按照奇偶分段，那么一般要分别考虑数列中
的奇数项和偶数项。

考虑偶数项 a2n ，则 a2n = a2n−1 + 1 = 2a2(n−1) + 1 ，这说明 {an} 的偶数项构成的数列
{bn} 的递推公式是 bn = 2bn−1 + 1 ，这里的 bn = a2n 。容易求出 bn = 3 ⋅ 2n−1 − 1 ，所以
a2n = bn = 3 ⋅ 2n−1−1 。

考虑奇数项 a2n−1 ，则 a2n−1 = a2n − 1 = bn − 1 = 3 ⋅ 2n−1 − 2 ，则 {an} 的奇数项构成的
数列 {cn} 的通项公式是 cn = 3 ⋅ 2n−1 − 2 ，这里 cn = a2n−1 。

综上，an = {  。实际上并不需要求出这个通项公式。

下面求和 Sn 的时候，注意也要分奇偶：
S2n = (a1 + a3 + a5 +⋯+ a2n−1) + (a2 + a4 + a6 +⋯+ a2n) = (b1 + b2 +⋯+ bn)+

(c1 + c2 +⋯+ cn) = (3 ⋅ 2n − 4) + (3 ⋅ 2n − 5) = 6 ⋅ 2n − 9 。
S2n−1 = S2n − a2n = 6 ⋅ 2n − 9 − (3 ⋅ 2n−1 − 1) = 9 ⋅ 2n−1 − 8 。

综上，Sn = {

错位相减

常规的就不再赘述了，下面介绍一个特别的例子：

an = n2 ⋅ 2n，求 Sn

这里的 an 不是一个差比数列，因为 n 的次数是2。因此这道题目需要错位相减两次。

5.数列与数论
等差数列中的数论问题

先引入一个例子

an + 1 n是奇数
2an n是偶数

3 ⋅ 2
n−1
2 − 2 n是奇数

3 ⋅ 2
n
2 −1 − 1 n是偶数

9 ⋅ 2
n−1
2 − 8 n是奇数

6 ⋅ 2
n
2 − 9 n是偶数

Example



首先需要指出，本题与数论有关。数论是一门研究整数的数学分支，虽然高中书本上没有介
绍，但现在的高考有意将其引入，尤其是与数列相结合作为压轴题，一般难度较大。

从数论的角度来看，数列 {3n− 2} 中的项都有这样的性质：除以 3 余 1 ，称为“ 模 3 余 1 ”。
而数列 {6n+ 1} 中的项都是“ 模 6 余 1 ” 的。因此它们的公共项是既模 3 余 1 又模 6 余 1 的。

下面是关键：由于 6n+ 1 = 3 ∗ 2n+ 1 = 3 ∗ (2n+ 1) − 2，这说明在数列 {6n+ 1} 中，每一
个奇数项都是数列 {3n− 2} 中的项（因为它们符合 3 ∗ f(n) − 2 的形式）。因此这两个数列的
公共项就是数列 {6n+ 1} 的奇数项，通项公式为 an = 6(2n− 1) + 1 = 12n− 5 。

我们发现，{an} 还是一个等差数列，其中的每一项都是模 12 余 7 的，其中的 12 既是模数，
也是公差，而且恰好是题目中两个数列的公差 3 和 6 的最小公倍数。这很符合直觉。于是可
以从中总结出下面这个结论：

这个结论的证明需要数论的知识，略过。使用这个结论来做本题，我们马上能得到 {an} 是公
差为 12 的等差数列。但除了公差，我们还需要知道首项 a1 ，这个简单，只需要把两个数列
{3n− 2} 和 {6n+ 1} 的前几项写出来，找出它们第一个公共项就行了，很快就能得到 a1 = 7

，于是 an 就能求出来了。

再来看下一个例子：

首先，{an} 的通项公式应该是 pn+ q ( p 为正整数且 p > 1 ，q 为整数) 形式的。

现在，520 和 1314 都是 {an} 中的项，假设 520 + kp = 1314，则 p = 794
k  ，这说明模数（或

者说公差）p 应该是 794 的一个因子。假设 2025 是 {an} 中的项，1314 +mp = 2025，则
p = 711

m  ，这说明模数 p 应该是 711 的一个因子。于是 p 应该是 794 和 711 的公因子。通过质
因数分解，可以得到 794 = 2 ∗ 397，711 = 32 ∗ 79，其中 397 和 79 都是质数，因此 794 和
711 的公因子只有 1，但是题目说公差大于 1 ，从而 2025 不可能是 {an} 中的项。

把数列 {3n− 2} 和数列 {6n+ 1} 的公共项依次取出作为一个新数列 {an} ，求 {an} 的
通项公式

Note

等差数列 {pn+ q} 和 {sn+ t} （其中 p, q 为正整数，s, t 为整数）的公共项组成的数列
也是等差数列，且公差为 p 和 s 的最小公倍数。

Example

无穷等差数列 {an} 的每一项都是正整数，公差大于 1 ，且 520 和 1314 都是 {an} 中的
项。问 2025 是不是 {an} 中的项？



其它数论问题

本节介绍一般性的数论的问题，它们非常考验数学思想，因而比较困难。

首先，我们介绍一下数论中的一些基本概念：

整除

a, b 是整数。若存在整数 k 使得 b = ka ，则称 a 整除 b ，记作 a|b 。

带余除法

a, b 是正整数。显然一定存在正整数 p, r，0 ≤ r < b，使得 a = pb+ r ，称为带余除法，
其中 p 称为 b 除 a 的商， r 称为 b 除 a 的余数。

因子

a 是正整数。称整除 a 的数为 a 的因子。特别地，若因子为素数，则称为质因子。

素数

p 是正整数。若 p 除了 1 和 p 之外没有其它因子，则称 p 是素数。

规定 1 不是素数，2 是最小的素数，也是唯一的偶素数。
素数也称质数。

不是素数的正整数称为合数。

素数有无穷多个。

公因子和最大公因子

a, b 是正整数。若一个数 c 既是 a 的因子，又是 b 的因子，则称 c 为 a, b 的一个公因子。
最大的公因子称为最大公因子，也叫做最大公约数，记作 (a, b) 。它的一些性质如下：

其中 k 是任意正整数。
这两个性质不难证明，例如第一个性质，(a, b) 既是 b 的因子也是 a 的因子，因此一定是
a+ kb 的因子，从而是 a+ kb 和 b 的公因子。假设还有比 (a, b) 更大的公因子 m，则

(a+ kb, b) = (a, b)

(ka, kb) = k(a, b)



下面，介绍数论中最基本的一个定理：

例如 120 的质因子为 2, 3, 5 ，它可以被分解为 23 ⋅ 3 ⋅ 5 ，这种分解是唯一的。

下面举几例数列中的数论问题。提前说明一下，有些解答我使用了数学归纳法，你可以查阅教
材来了解这种方法。（虽然打了星号，但我认为非常有必要掌握）

m|a+ kb ，m|b，推出 m|a，这说明 m 是 a 和 b 的公因子，而且比 (a, b) 更大，是矛盾
的。故得证。

公倍数和最小公倍数

a, b 是正整数。若存在一个数 c ，a 和 b 都是 c 的因子，则称 c 为 a, b 的一个公倍数。
最小的公倍数称为最小公倍数，记作 [a, b] 。

互素

a, b 是正整数。若 a, b 除了 1 之外没有其它公因子，即 (a, b) = 1 ，则称 a, b 互素，或者
称为互质。

对任意正整数 a ，都有 (a, a+ 1) = (a, 1) = 1。利用这个性质以及下面将要介绍的质
因子唯一分解定理可以证明素数有无穷多个，留给读者思考。

质因子唯一分解

任意一个大于 1 的正整数 N  都能被唯一的分解为若干质因子的乘积。

题1

用 (a, b) 表示两个整数 a, b 的最大公因子。设数列 {an} 是递增数列，且每一项都是正整
数。证明对任意正整数 n 均有：

(a1, a2)
a1a2

+
(a2, a3)
a2a3

+⋯+
(an, an+1)
anan+1

< 1

解答

我们需要认识最大公因子的性质。设两个正整数 a, b ，a < b，由于 (a, b) 是 a 和 b 的公
因子，故存在正整数 k1, k2 使得 a = k1(a, b), b = k2(a, b) ，其中 k2 > k1 。于是我们有
b− a = (k2 − k1)(a, b) ≥ (a, b) ，得到一个不等式：

(a, b) ≤ b− a



显然有 (a, b) ≤ a，这是第二个不等式。
另一方面， a+b

2 = k1+k2
2 (a, b) ≥ (a, b)，于是有第三个不等式：

(a, b) ≤
a+ b

2

上面三个不等式，刻画了最大公因子的上界。本题的不等式证明则需要用到上面的第一
个不等式，这是因为 (ai,ai+1)aiai+1

≤ ai+1−ai
aiai+1

= 1
ai
− 1

ai+1
 ，变成了裂项相消的典型形式。于是

就有

(a1, a2)
a1a2

+
(a2, a3)
a2a3

+⋯+
(an, an+1)
anan+1

≤
1
a1

−
1
a2

+
1
a2

−
1
a3

+⋯+
1
an

−
1

an+1
<

1
a1

证毕。

题2

k 为给定的正整数，数列 {an} 满足

a1 = k+ 1, an+1 = a2n − kan + k, n = 1, 2,⋯

证明：对任意不同的正整数 m,n ，必有 am 与 an 互素。

解答

显然，求出 an 的通项公式是不可能的，因为题目给出的是一个二次多项式型的递推公
式。于是我们只能在递推公式上做文章。

任取 m,n ∈ N∗，不妨设 m > n 。我们要证明 (am, an) = 1 。把递推公式稍做变形就有

an+1 − k = an(an − k)

于是 am − k = am−1(am−1 − k) = am−2am−1(am−2 − k) = ⋯ = anan+1⋯ am−1(an − k)

。注意到右边是 an 的倍数，不妨记作 λan ，则 am = λan + k 。利用前面介绍的最大公
因子的第一个性质，得到：

(am, an) = (λan + k, an) = (k, an)

于是只需要证明 (k, an) = 1 即可。题目告诉我们 a1 = k+ 1 ，那么显然 (a1, k) = 1。我
们还可以计算出 a2 = 2k+ 1, a3 = 2k2 + 4k+ 1，一个明显的规律是它们都是 k 的倍数加
1 ，因而都与 k 互素。而且根据递推公式，不难发现所有的 an 都是这个形式。下面要证
明这个结论，需要用到数学归纳法。

1. a1 = k+ 1，是 k 的倍数加 1 。
2. 假设 an = pk+ 1，是 k 的倍数加 1。
3. an+1 = a2n − kan + k = (p2 − p)k2 + 2pk+ 1，也是 k 的倍数加 1 。



6.其它数列问题举隅
本节介绍除了数论外的其它类型问题，有时会出现新定义。这类问题更加没有章法，
灵活多变。

这就证明了所有 an 都是 k 的倍数加 1 的形式，因而都与 k 互素。证毕。

题3

非负有理数数列 {an} 满足：对任意 m,n ∈ N∗ 都有 amn = am + an 。证明：{an} 中有
相等的项。

解答

本题这个数列的性质类似于对数函数。

易知条件 amn = am + an 可以扩展为 an1n2n3…nm
= an1 + an2 +⋯+ anm

，其中
n1,n2,…nm 是任意正整数。
根据质因子唯一分解定理，任意正整数 N  唯一分解为 pα1

1 p
α2
2 … p

αk

k ，其中 pi 是 N  的所
有质因子。我们有

aN = apα11 p
α2
2 …p

αk
k
= α1ap1 + α2ap2 +⋯+ αkapk

受此启发，我们设 a2 = t1
s1
，a3 =

t2
s2
，则 a2s1t2 = s1t2a2 = t1t2，a3s2t1 = s2t1a3 = t1t2，

从而 a2s1t2 = a3s2t1  。由于 2s1t2  与 3s2t1  奇偶性不同，不可能相等，故 a2s1t2  与 a3s2t1  是数列
{an} 中相等的项，证毕。

题4

用 (a, b) 表示两个整数 a, b 的最大公因子。设 {an} 是一个正整数列，若对任意 i ≠ j，有
(ai, aj) = (i, j)，证明：an = n 。

解答

本题的做法不容易想到。

由题意，(ai, a2i) = (i, 2i) = i，则 i|ai，于是 (ai, aai) = (i, ai) = i。
另一方面，(aai , a2ai) = (ai, 2ai) = ai，则 ai|aai。于是 (ai, aai) = ai。综上有 ai = i，证
毕。

题1



已知 ai (i = 1, 2, 3…2025) 为 2025 个实数，满足 a1 + a2 +⋯+ a2025 = 0 ，且
|a1 − 2a2| = |a2 − 2a3| = ⋯ = |a2025 − 2a1|，证明：a1 = a2 =⋯ = a2025 = 0 。

解答

设 |a1 − 2a2| = |a2 − 2a3| = ⋯ = |a2025 − 2a1| = k。

若 k = 0，则 a1 = 2a2, a2 = 2a3,⋯ a2025 = 2a1，由 a1 + a2 +⋯+ a2025 = 0 知它们全为
0 。

若 k > 0，则 a1 − 2a2, a2 − 2a3, a3 − 2a4,⋯ a2025 − 2a1 这 2025 个数要么为 k 要么为 −k
，它们的和不可能为 0 。但事实上它们的和为 −(a1 + a2 +⋯+ a2025) = 0，矛盾表明
k > 0 不成立。而 k = 0 的情况上面已经证明。

证毕。

题2

已知数集 A = {a1, a2,⋯ , an} (1 ≤ a1 < a2 <⋯ < an,n ≥ 2) 具有性质 P：对任意的 i, j
(1 ≤ i ≤ j ≤ n)，aiaj 与 ajai  两个数中至少有一个属于 A 。

(1)分别判断数集 {1, 3, 4} 和 {1, 2, 3, 6} 是否具有性质 P，并说明理由。

(2)证明：a1 = 1 且 a1+a2+⋯+an
a−11 +a−12 +⋯+a−1n

= an。

(3)证明：当 n = 5 时，a1, a2, a3, a4, a5 成等比数列。

解答

本题的第三问很神奇，不知道有什么背景。

(1) 略。

(2) 取 i = j = n，则 a2n 和 1 中至少有一个属于 A。但是 a2n 显然不可能属于 A，因为它
比 A 中的最大者 an 还要大，故 1 属于 A，只能是 a1 = 1。

从刚才这个过程中能得到一个启发：如果取 j = n，i 为 2, 3,… ,n− 1 中的任意正整数，
则 aiaj = aian > an 一定不在集合 A 中，相应的 anai  一定属于集合 A。依次取
i = 2, 3,… ,n− 1，得到 an

a2
, an
a3
,… , an

an−1
 均属于集合 A。这 n− 2 个数依次递减，加上

集合首尾的 a1 和 an 正好组成集合 A。于是就有 a2 = an
an−1

，a3 = an
an−2

，⋯，an−1 = an
a2

，而且 a1 = an
an
，an =

an
a1
，这说明数集 A 中的任一元素 ak = an

an−k+1
。下面计算



证毕。

(3) 根据 (2) ，我们有 a1 = 1，a2 =
a5
a4
，a3 =

a5
a3
，a4 =

a5
a2

 ，则 a5 = a2a4 = a23 。另一
方面我们取 i = 3, j = 4，则 a3a4 与 a4

a3
 中至少有一个属于集合 A。由于

a3a4 > a2a4 = a5，故只可能是 a4a3  属于集合 A。由于 1 < a4
a3
= a3

a2
< a3，故 a4a3  对应的

是 a2，即 a4 = a2a3。综合前面的结论，就有 a2a1 =
a3
a2
= a4

a3
= a5

a4
= a2，故这是等比数

列。证毕。

a1 + a2 +⋯+ an

a−11 + a−12 +⋯+ a−1n
=

an(a−11 + a−12 +⋯+ a−1n )

a−11 + a−2 1 +⋯+ a−1n

= an

题3

是否存在正整数数列 {an} 满足：对任意 n ∈ N∗ 都有

a2n+1 ≥ 2anan+2

解答

把条件稍作变形，得到

an+2

an+1
≤

an+1

2an

令 n 从 1 到 n− 1 累乘，得到 an+1an
≤ 1

2n−1 ⋅
an
a1
，即 an+1 ≤

a2n
2n−1⋅a1

 。直观上看，an 的增
长速度至少应该是指数级别的，否则 an+1 会越来越小，不可能保持为正整数。但是如果
an 的增长速度太快了，又不会符合 a2n+1 ≥ 2anan+2 。因此我们推测 an 的增长速度应该
恰好是指数级别的，例如 an = 2n。由于指数函数的性质，a2n+1 = anan+2，这与题目也
产生了矛盾，到这里我们应该可以推测这样的正整数列是不存在的。

落实到具体证明上，也不是一件容易的事情。首先，审视我们得到的这个不等式

an+1 ≤
a2n

2n−1 ⋅ a1

我们发现它的形式上和之前在“由递推式求通项公式”小节中讲过的 an = pa
q
n−1 型类似。

于是两边取对数，得到 ln an+1 ≤ 2 ln an − (n− 1) ln 2 − ln a1 。令 bn = ln an，则递推不
等式为 bn+1 ≤ 2bn − (n− 1) ln 2 − ln a1，这又和我们之前讲过的 an = pan−1 + f(n) 型一
样， 两边除以 2n+1，得到 bn+12n+1 ≤

bn
2n −

(n−1) ln 2
2n+1 − ln a1

2n+1 。再令 cn = bn
2n ，则

cn+1 − cn ≤ − (n−1) ln 2
2n+1 − ln a1

2n+1 。累加得 cn+1 ≤
ln a1+ln 2(n+1)

2n+1 − ln 2
2 ，再把 cn = ln an

2n  代入
并化简，最终我们有：

an ≤ a1 ⋅ 2n+1−2
n



7.New Horizons
下面介绍三个与数列相关的著名问题，它们常常作为题目的背景。

自然数的幂和

令 f(n, k) = 1k + 2k + 3k +⋯+ nk （n, k ∈ N∗），称为自然数的幂和。

不等式右边会越来越小，最终趋于 0 ，所以 an 不可能始终保持为正整数。

题4

数列 {an}，{bn}，{cn} 。已知 bn = an − an+2，cn = an + 2an+1 + 3an+2 ，若 bn ≤ bn+1

，{cn} 是等差数列，证明：{an} 是等差数列。

解答

本题来自于某年江苏高考。

bn ≤ bn+1 等价于

an − an+2 ≤ an+1 − an+3

或写成

an+1 − an ≥ an+3 − an+2 (1)

注意到上面式子左右两边都是 an 相邻两项之差，中间隔了 an+2 − an+1。于是我们考虑

cn+1 − cn = (an+1 − an) + 2(an+2 − an+1) + 3(an+3 − an+2) (2)

和

cn+3 − cn+2 = (an+3 − an+2) + 2(an+4 − an+3) + 3(an+5 − an+4) (3)

由式(1)知，式(2)右边每个括号都 ≥ 式(3)右边每个括号，则 cn+1 − cn ≥ cn+3 − cn+2，但
cn 是等差数列，说明等号取到了，也就是式(1)的等号应该成立，即

an+1 − an = an+3 − an+2 (4)

还不能推出 an 是等差数列。我们再考虑中间缺失的 cn+2 − cn+1：

cn+2 − cn+1 = (an+2 − an) + 2(an+3 − an+1) + 3(an+4 − an+2) (5)

式(5)和式(2)的左边相等，故右边也相等。利用式(4)化简得到 an+1 − an = an+2 − an+1。
所以 {an} 是等差数列。



当 k = 1 时，f(n, 1) = 1 + 2 + 3 +⋯+ n = n(n+1)
2  ，我们使用等差数列的求和公式可以轻易

求出。
一个自然的问题是，对于 k ≥ 2 ，上面的式子该如何求和。

首先，我们再来回顾一下 k = 1 时是如何求和的。对于 1 + 2 + 3 +⋯+ n，我们使用倒序相
加，或者称为高斯求和的方法，把首尾两两配对，每一对的和都是 n+ 1 ，一共有 n2  对，所
以求和的结果就是 n(n+1)2  。然而，这种方法并不适用于 k ≥ 2 的情况，因为这时候首尾相加
就不是定值了。所以，我们需要找到另一种更加通用和普适的方法。

注意到 (n+ 1)2 − n2 = 2n+ 1，于是 n = 1
2 [(n+ 1)2 − n2] − 1

2，从 1 到 n 求和，就有

这种方法就能适用于 k ≥ 2 的情形了，下面就以 k = 2 为例，我们来证明：

12 + 22 + 32 +⋯+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

注意到 (n+ 1)3 − n3 = 3n2 + 3n+ 1，于是

n2 =
1
3
[(n+ 1)3 − n3] − n−

1
3

把上面的式子从 1 到 n 累加，就有

使用上面的方法，很容易证明：

13 + 23 + 33 +⋯+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
= ( n(n+ 1)

2
)
2

于是我们发现了一个惊人的恒等式：13 + 23 + 33 +⋯+ n3 = (1 + 2 + 3 +⋯+ n)2 。以这个
恒等式为背景，可以延申出下面这个题目：

不难看出，an = n

斐波那契数列

1 + 2 + 3 +⋯+ n =
1
2
[(22 − 12) + (32 − 22) +⋯+ (n+ 1)2 − n2] −

n

2

=
1
2
[(n+ 1)2 − 1] −

n

2

=
n(n+ 1)

2

12 + 22 + 32 +⋯+ n2 =
1
3
[(n+ 1)3 − 1] −

n(n+ 1)
2

−
n

3

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

Question

已知数列 {an} ，前 n 项和为 Sn，若a1 = 1 且 a31 + a32 + a33 +⋯+ a3n= S 2
n，求 an



最著名的数列，没有之一。曾经也是考卷上的常客，现在考的少了是因为早在几十年前就考烂
了。

数列 {Fn}，满足 F1 = F2 = 1,Fn+2 = Fn+1 + Fn ，称为斐波那契数列。
可以求出 Fn 的通项公式为：

Fn =
1

√5
[(

√5 + 1
2

)
n

− ( 1 −
√5
2

)
n

]

斐波那契数列与黄金比例（黄金分割率） φ = √5−1
2  有关。当 n→∞ 时， Fn

Fn+1
→ φ 。因此斐

波那契数列也称为黄金分割数列。

斐波那契数列的性质很多，不胜枚举，列举几个：

这些性质的证明都要利用递推公式 Fn+2 = Fn+1 + Fn 以及 F1 = F2 = 1，下面仅证明第一个公
式：

这些公式只会出现在选择题中，其实相当于送分了，因为要选出正确选项的话，你不需要循规
蹈矩地去证明它们，只需要代入几个特殊值(例如 n = 1, 2, 3, 4) 进去验证就行了。

与斐波那契数列类似的，还有一个所谓的佩尔数列{Pn}，也叫白银分割数列。佩尔数列的定
义如下：P1 = 0,P2 = 1,Pn+2 = 2Pn+1 + Pn 。它的性质是当 n→∞ 时， Pn+1

Pn
→ √2 。其中

的 √2 就是白银分割率。

调和级数

Example

1. F1 + F2 + F3 +⋯+ Fn = Fn+2 − 1

2. F 2
1 + F 2

2 + F 2
3 +⋯+ F 2

n = Fn ⋅ Fn+1

3. F1 + F3 + F5 +⋯+ F2n−1 = F2n

4. F2 + F4 + F6 +⋯+ F2n = F2n+1 − 1

5. F 2
n + F 2

n+1 = F2n+1

6. F 2
n+1 − F 2

n−1 = F2n

F1 + F2 + F3 +⋯+ Fn = F1 + F2 + F2 + F3 +⋯+ Fn − 1
= F3 + F2 + F3 +⋯+ Fn − 1
= F4 + F3 + F4 +⋯+ Fn − 1
= F5 + F4 +⋯+ Fn − 1
=⋯
= Fn+2 − 1



an = 1
n  称为调和数列，它的每一项是相邻两项的调和平均：an = 2

1
an+1

+ 1
an−1

 。

{an} 的前 n 项和 Sn = 1 + 1
2 +

1
3 +⋯+ 1

n
 称为调和级数的部分和。当 n→∞ 时，和式

S = 1 + 1
2 +

1
3 +⋯+ 1

n
+⋯ 称为调和级数。

直观上看，Sn 的每一项都越来越小，当 n 足够大的时候， 1
n

 可以忽略不计。那么调和级数 S
会趋近于一个常数吗？答案是不会，它会达到正无穷。也就是 S = ∞ 。下面我们用导数来证
明这个结论

我们熟知 lnx ≤ x− 1 ，于是 ln (1 + 1
n
) ≤ 1

n
 ，把这个式子从 1 到 n 求和，得到：

1 +
1
2
+

1
3
+⋯+

1
n
≥ ln(n+ 1)

即 Sn ≥ ln (n+ 1) ，由于对数函数可以达到正无穷，故 Sn 也会达到正无穷，证毕。

上面这个结论，就是所谓的“调和级数发散”定理。它说明了，即使 Sn 增长地越来越慢，但它
仍然可以达到无穷。这跟对数函数很像。

值得一提的是，对于下面这个式子

ζ(s) =
1
1s

+
1
2s

+
1
3s

+⋯+
1
ns

+⋯ (s ∈ C,n ∈ N∗)

根据调和级数发散定理，我们得到 ζ(1) = ∞ ，也很容易知道对任意 s ∈ R, 0 < s < 1 ，都有
ζ(s) = ∞ 。(因为当 0 < s < 1 时， 1

ns > 1
n )。

实际上，当 s > 1 时，ζ(s) 就不会抵达无穷，而是收敛为一个确定的常数，例如

ζ(2) = 12 +
1
22

+
1
32

+⋯+
1
n2

+⋯ =
π2

6

上面这个等式就是著名的巴塞尔恒等式，由大数学家欧拉在28岁时证明。它与一些著名的数
学问题有关，例如下面这个：

这个问题的答案是 6
π2

 ，也就是 1
ζ(2)  。2023年新高考一卷有一道概率题，背景疑似是这个问

题。

Question

在所有正整数中随机取两个数，求它们互质的概率


