
「特别篇」三次函数_题集1
试题
T1

新月

已知函数 f(x) = x3 + ax2 + bx+ c(a, b, c ∈ R)，若不等式 f(x) > 0 的解集为
{x|x > m,且x ≠ n} ，且 n−m = 1，则函数 f(x) 的极大值为( )
A. 14
B. 4

27

C. 0
D. 49

T2

新月

2021年全国乙卷[理]
设 a ≠ 0，若 x = a 为函数 f(x) = a(x− a)2(x− b) 的极大值点，则 ( ) .
A. a < b

B. a > b

C. ab < a2

D. ab > a2

T3

新月

2025年江苏新高考基地学校第一次大联考
已知三次函数 f(x) = 2ax(x− b)2 的定义域和值域都是 [a, b]，则 b =  .

T4
–



上弦月

2024苏州调研卷
若 sin π

10  是函数 f(x) = ax3 − bx+ 1(a, b ∈ N∗) 的一个零点，则 f(1) =  .

T5

上弦月

2024年广东省广州市高三调研
设直线 y = t 与 f(x) = x(x− 3)2 的图像的三个交点分别为 A(a, t),B(b, t),C(c, t)，且
a < b < c，则 ( ) .
A. f(x) 图像的对称中心为 (2, 2)
B. abc 的取值范围是 (0, 12)
C. ac 的取值范围是 (0, 4)
D. c− a 的取值范围是 (3, 2√3] .

T6

上弦月

2017年江苏卷[理]
已知函数 f(x) = x3 + ax2 + bx+ 1(a > 0, b ∈ R) 有极值，且导函数 f ′(x) 的极值点是 f(x) 的
零点 .
(1) 求 b 关于 a 的函数关系式，并写出定义域 .
(2) 证明：b2 > 3a .
(3) 若 f(x)，f ′(x) 这两个函数的所有极值之和不小于 − 7

2，求 a 的取值范围 .

T7

上弦月

2019 年江苏卷[理]
设函数 f(x) = (x− a)(x− b)(x− c)，a, b, c ∈ R，f ′(x) 为 f(x) 的导函数.
(1) 若 a = b = c，f(4) = 8，求 a 的值.
(2) 若 a ≠ b，b = c，且 f(x) 与 f ′(x) 的零点均在集合 {−3, 1, 3} 中，求 f(x) 的极小值.
(3) 若 a = 0，0 < b ≤ 1，c = 1，且 f(x) 的极大值为 M，求证：M ≤ 4

27  .

T8

–



满月

设函数 f(x) = x3 + ax（a ∈ R），定义函数 y = g(x) 在 x = m 处的函数值为关于 x 的方程
f(f(x)) = m 的不同实根个数。若 {g(x)|x ∈ R} = {1, 5, 9}，求 a 的值 .

T9

满月

2016 年天津卷
设函数 f(x) = (x− 1)3 − ax− b，x, a, b ∈ R .
(1) 求 f(x) 的单调区间 .
(2) 若 f(x) 存在极值点 x0，且 f(x1) = f(x0)，其中 x1 ≠ x0，求证：x1 + 2x0 = 3 .
(3) 设 a > 0，函数 g(x) = |f(x)|，求证：g(x) 在区间 [0, 2] 上的最大值不小于 14  .

答案
T1

答案：B

提示：由题意，函数 f(x) 有两个零点 m,n，其中 n 为重根，则

f(x) = x3 + ax2 + bx+ c = (x−m)(x− n)2 = (x−m)(x−m− 1)2

求导 f ′(x) = (x−m− 1)(3x− 3m− 1) ，故 f(x) 的极大值为 f(m+ 1
3 ) =

4
27  。

T2

答案： D
提示：若 a > 0，则 a < b；若 a < 0，则 a > b，无论哪种情况都有 ab > a2 。

T3

答案：5

提示： π
5，

π
10  的三角函数值一般有两种方法求解：构造顶角为 π5  的等腰三角形（黄金三角



形）；利用三倍角公式。下面我们用三倍角公式进行推导。
根据三倍角公式：sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x，我们有

到这里可以求出经典的 cos π
5 =

√5+1
4  ，进而根据二倍角公式求出 sin π

10 =
√5−1
4  。下面计

算：

故 − a
4 +

b
4 + 1 = 0 且 a8 −

b
4 = 0，解得 a = 8，b = 4，从而 f(1) = 8 − 4 + 1 = 5 。

顺带一提， π
5  这个角的特殊之处是它的二倍角和三倍角之和等于 π，所以它的三角函数值能够

用上面的方法求出根号解。

T4

答案： 3
2

提示：首先注意到 f(b) = 0，则定义域要包含 0 ，知 a < 0, b ≥ 0， 求导
f ′(x) = 2a(x− b)(3x− b) ，于是在定义域 [a, b] 上，有

由题意，有 8ab
3

27 = a 且 2a2(a− b)2 = b，解得 b = 3
2  。

T5

答案：ACD

提示：本题考察了三次函数的两个知识点：

sin
2π
5

= sin
3π
5

= 3 sin
π

5
− 4 sin3

π

5
⟺ 2sin

π

5
cos

π

5
= 3 sin

π

5
− 4 sin3

π

5
⟺ 2cos

π

5
= 3 − 4 sin2

π

5
⟺ 2cos

π

5
= 4 cos2

π

5
− 1

f(sin
π

10
) = a(

√5 − 1
4

)
3
− b(

√5 − 1
4

)+ 1

=
a

8
(√5 − 2) −

b

4
(√5 − 1) + 1

= (− a

4
+

b

4
+ 1)+ ( a

8
−

b

4
)√5

f(x)min = f(
b

3
) =

8ab3

27
f(x)max = max{f(a), f(b)} = max{2a2(a− b)2, 0} = 2a2(a− b)2

三次函数 y = ax3 + bx2 + cx+ d 的对称中心为二阶导数的零点（称为拐点），即 − b
3a  ；



对于 BCD 选项，由题意知 a, b, c 是三次方程 x(x− 3)2 = t 的三个根，展开得

x3 − 6x2 + 9x− t = 0

于是由三次方程的韦达定理得 a+ b+ c = 6，ab+ bc+ ca = 9，abc = t 。

B 选项：由于 abc = t，只需要考虑 t 的范围，画出 f(x) 的图像后易得。
C 选项：ac = 9 − b(a+ c) = 9 − b(6 − b) = (b− 3)2，只需要考虑 b 的范围，同样根据 f(x) 的
图像易得。
D 选项：c− a =√(c+ a)2 − 4ac =√(6 − b)2 − 4[9 − b(a+ c)] =√(6 − b)2 − 4[9 − b(6 − b)]

，也是只需要考虑 b 的范围。

T6

答案：(1) (3,+∞) (2) 略 (3) (3, 6]
提示： 前两问比较简单，题目的意思是说 f(x) 的对称中心恰好为一个零点，根据此条件容易
求出 b = 2a2

9 + 3
a
，而 a 的范围可根据 f ′(x) 有两个零点，即 Δ > 0 来求解，解得 a > 3 。

第三问，f ′(x) = 3x2 + 2ax+ b ，设 f(x) 的极值点为 x1,x2，则

f ′(x) 的极值为 b− a2

3  ；
f(x) 的极值之和为

还有一种更简便的算法： f(x) 的对称中心为 (− a
3 , 0) ，而 f(x1), f(x2) 关于对称中心对称，故

f(x1) + f(x2) = 0 。

三次方程 ax3 + bx2 + cx+ d = 0 的根 x1,x2,x2 满足韦达定理：

⎧⎪⎨⎪⎩ x1 + x2 + x3 = −
b

a

x1x2 + x2x3 + x3x1 =
c

a

x1x2x3 = −
d

a

x1 + x2 = −
2a
3

x1x2 =
b

3

x21 + x22 = (x1 + x2)2 − 2x1x2 =
4a2 − 6b

9

f(x1) + f(x2) = x31 + x32 + a(x21 + x22) + b(x1 + x2) + 2
= (x1 + x2)(x21 + x22 − x1x2) + a(x21 + x22) + b(x1 + x2) + 2

= −
2a
3
⋅ ( 4a

2 − 6b
9

−
b

3
)+ a ⋅

4a2 − 6b
9

−
2ab
3

+ 2

= 0 (化简到最后使用b =
2a2

9
+
3
a
代入)



综上，f(x) 与 f ′(x) 的极值之和为 b− a2

3 = − a2

9 + 3
a  ，其中 a > 3，根据 − a2

9 + 3
a ≥ − 7

2，
解得 a ≤ 6，故 3 < a ≤ 6 。

T7

答案： (1) 2 (2) −32 (3) 略
提示： 前两问比较简单。
第三问，f(x) = x(x− 1)(x− b) ，需要求出极大值 M，有两种方法：

T8

答案：−3

提示：本题非常有意思，也颇有难度。
题干其实不难理解，就是作一条平行于 x 轴的直线 y = m 与函数 f(f(x)) 的图像相交，交点
个数只可能是 1, 5, 9 个。这里的 f(f(x)) = (x3 + ax)3 + a(x3 + ax) ，是一个九次函数，把它
展开后求导讨论不太现实。

“数缺形时少直观，形缺数时难入微；数形结合百般好，隔离分家万事休”

法一：求导 f ′(x) = 3x2 − 2(b+ 1)x+ b ，设其两个零点分别为 x1,x2，且 x1 < x2，我们
想要的是极大值点 x1，当然可以根据求根公式得到

x1 =
b+ 1 −√b2 − b+ 1

3

但是如果把这一大坨奇形怪状的东西直接代入 f(x1) 进行计算也太抽象了，比较好的方法
是：注意到 0 < x1 < b ≤ 1 ，我们可以把 b 放缩成 1 ：

然后再考虑函数 g(x) = x(x− 1)2, 0 < x < 1，求导易证 g(x) ≤ 4
27，从而 M = f(x1) ≤ 4

27

。

f(x1) ≤ x1(x1 − 1)(x1 − 1)
= x1(x1 − 1)2

法二：前面与法一相同，只不过在求解函数 x(x− 1)2 的最大值时，可以用三元平均值不
等式：

等号成立当且仅当 2x = 1 − x，即 x = 1
3  时。

x(x− 1)2 = x(1 − x)(1 − x)

=
1
2
⋅ 2x(1 − x)(1 − x)

≤
1
2
⋅ ( 2x+ 1 − x+ 1 − x

3
)
2

=
4
27



既然从“数”的角度行不通，那么我们来思考这样一个问题：九次函数的图像长什么样子？类比
三次函数，三次函数的导数是二次函数，它最多有两个极值点，图像最多“拐”两次：

九次函数的导数是八次函数，所以它最多“拐”八次：

不难发现，只有“拐”八次的情况下，才可能存在 9 个交点：



所以本题的九次函数一定是“拐”八次的，我们记住这个条件。

题目还要求交点个数可以是 1 和 5，分别考虑之：

或者：

1 个交点，显然为：



这是一定可以满足的。

其中的所有极大值都相等，所有极小值都相等，那么如果直线经过所有极大值，或者所有极小
值，此时的交点个数正好是 5 。
难道除了上面这种极为特殊的情形之外，就不能有 5 个交点了吗？有的兄弟，有的，比如下面
这个图：

5 个交点，这种情况比较有意思了。仔细观察上面九次函数的图像，什么时候会和直线有
5 个交点呢？在上面画出的图中，是不可能的，但是如果九次函数长下面这个样子：



确实也有 5 个交点，但是注意题目要求交点个数只能是 1, 5, 9 。对于上面这个图，显然交点个
数的情形不止这三种，所以是不符合题意的。

综上，我们弄清楚了本题的九次函数需要满足的两条性质：

现在的新问题，就是把这两个性质翻译成数学表达式，从而解出 a 的值。

考虑 f(f(x)) 的导数，当然我们不直接对具体的解析式求导，可以使用复合函数求导的链式法
则，得到

[f(f(x))]′ = f ′(f(x))f ′(x)

函数 f(f(x)) 的极值点也就是上面函数的零点，即 f ′(f(x)) 的零点和 f ′(x) 的零点。

先考虑 f ′(f(x)) 的零点，设其中一个为 x0，那么 f(x0) 应该是 f ′(x) 的零点，而
f ′(x) = 3x2 + a，零点为 ±√− a

3（从这里也能看出 a 一定小于 0 ），所以 f(x0) = ±√− a
3

。下面计算 f(f(x)) 的极值 f(f(x0)) ：

若 f(x0) =√− a
3，则

若 f(x0) = −√− a
3，则

f(f(x0)) = f(−√− a

3
) = −

2a
3
√− a

3

考虑到正负性，− 2a
3 √− a

3  应该是函数 f(f(x)) 的极大值， 2a
3 √− a

3  是极小值。

1. 有 8 个极值点；
2. 所有极大值都相等，所有极小值都相等。

f(f(x0)) = f(√− a

3
) =

2a
3
√− a

3



再考虑 f ′(x) 的零点，为 ±√− a
3，所以 f(f(x)) 的极值为

以及

f(f(−√− a

3
)) =

2a2(4a2 − 27)
81

√− a

3

这两个极值哪个是极大值、哪个是极小值，由 27 − 4a2 的正负决定。

如果 27 − 4a2 > 0，即 − 3√3
2 < a < 0，则有

2a2(27 − 4a2)
81

√− a

3
= −

2a
3
√− a

3

解得 a = 3 (舍去)。

如果 27 − 4a2 < 0，即 a < − 3√3
2  ，则有

2a2(4a2 − 27)
81

√− a

3
= −

2a
3
√− a

3

解得 a = −3 或 32  (舍去)。

所以，a = −3 。

T9

答案：(1) a ≤ 0 时，单增区间为 R；a > 0 时，单增区间为 (−∞, 1 −√ a
3 ) 和 (1 +√ a

3 , +∞)

；单减区间为 (1 −√ a
3 , 1 +√

a
3 ) ； (2) 略 (3) 略

提示：
第一问比较简单。

第二问是三次函数的一个重要性质：对于三次函数 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d ，设对称中心的
横坐标为 x0，一个极值点为 x1，若有 x2 ≠ x1 使得 f(x1) = f(x2)，则 2x1 + x2 = 3x0 。下面
给出证明：

由 f(x1) = f(x2) 得

由 f ′(x1) = 0 得

3ax21 + 2bx1 + c = 0 (2)

f(f(√− a

3
)) =

2a2(27 − 4a2)
81

√− a

3

ax31 + bx21 + cx1 = ax32 + bx22 + cx2

⟺ a(x31 − x32) + b(x21 − x22) + c(x1 − x2) = 0
⟺ a(x21 + x1x2 + x22) + b(x1 + x2) + c = 0 (1)



两个条件用完了。现在证明 2x1 + x2 = 3x0 = − b
a  。我们设 t = 2x1 + x2，则 x2 = t− 2x1，

再由 (2) 式得 x21 =
−c−2bx1

3a ，把这两个式子代入 (1) 式得：

解得 t = − b
a  或 t = 3x1，但由于 x2 ≠ x1，故 t = 2x1 + x2 ≠ 3x1，所以 t = − b

a = 3x0 ，证
毕。

第三问，考虑到 (x− 1)3 不太方便，我们设函数 g(x) = |f(x+ 1)| = |x3 − ax− a− b|，再设
c = −a− b，则 g(x) = |x3 − ax+ c| 。设在 [−1, 1] 上 g(x) 的最大值为 M ，则问题等价于
M ≥ 1

4  。
这是一个经典问题，背景是 “切比雪夫多项式” 。这个问题有很简洁的解法：

注意到

则

证毕！

一般地，有如下定理：

对任意首一多项式(最高次项系数为 1 的多项式) f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 +⋯+ xn ，设

f(x) 在区间 [−1, 1] 上的最大值为 M，则 M ≥ 1
2n−1  。等号成立当且仅当 f(x) ≡ 1

2n−1 Tn(x)

，其中 Tn(x) 为切比雪夫多项式 。

切比雪夫多项式 Tn(x) 的递归定义如下：

−c− 2bx1
3

+ ax1(t− 2x1) + a(t− 2x1)2 + b(t− x1) + c = 0

⟺ at2 + (b− 3ax1)t+
2c
3
+ 2ax21 −

5bx1
3

= 0

⟺ at2 + (b− 3ax1)t+
2c
3
+
−2c− 4bx1

3
−
5bx1
3

= 0

⟺ at2 + (b− 3ax1)t− 3bx1 = 0
⟺ (at+ b)(t− 3x1) = 0

g(−1) = | − 1 + a+ c|
g(1) = |1 − a+ c|

g(
1
2
) = |

1
8
−

a

2
+ c|

g(−
1
2
) = | −

1
8
+

a

2
+ c|

M ≥
g(−1) + g(1) + 2g(− 1

2 ) + 2g( 12 )

6

=
| − 1 + a+ c| + |1 − a+ c| + | 14 − a+ 2c| + | − 1

4 + a+ 2c|

6

=
|1 − a− c| + |1 − a+ c| + | − 1

4 + a− 2c| + | − 1
4 + a+ 2c|

6

≥
|1 − a− c+ 1 − a+ c− 1

4 + a− 2c− 1
4 + a+ 2c|

6

=
1
4



可以写出 Tn(x) 的前几项：

有没有一种似曾相识的感觉？我们熟知：

没错，切比雪夫多项式 Tn(x) 就是把 cosnx 用 n 倍角公式展开后的 cosx 替换成 x 得到的。
求解本题的时候，我们之所以要取 g(± 1

2 ) 和 g(±1) ，是因为方程 |T3(x)| = 1（或者说 T3(x)
取到最大值 1 或最小值 −1 ） 在区间 [−1, 1] 上的所有根为 ± 1

2 , ±1 。具体解释，参见 最佳逼
近 切比雪夫——切比雪夫多项式再研究 - 知乎 （其中还有若干例题可供参考）。
天津卷的这道题，出题人有意把定义域限制在 [0, 2] 上，而非 [−1, 1] 上（文科卷则没有这样
做），还给了一个暗示性很强的函数形式 (x− 1)3 ，就是在引导我们先把函数向左平移到
[−1, 1] 上。

1. T0(x) = 1

2. T1(x) = x

3. Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x)

T1(x) = x

T2(x) = 2x2 − 1
T3(x) = 4x3 − 3x
T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1
T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x

cosx = cosx
cos 2x = 2 cos2 x− 1
cos 3x = 4 cos3 x− 3 cosx

https://zhuanlan.zhihu.com/p/105766114
https://zhuanlan.zhihu.com/p/105766114

