
论导数题中的数列不等式
数列不等式是导数的一大题型，按照解题方法分类，一般可分为两类：能用单调性做的，不能
用单调性做的。

0. 起步：利用单调性

原理非常简单，把不等式所有项移到一边，看作一个数列，研究其单调性即可。例如，要证
明：

1 +
1
2
+

1
3
+⋯+

1
n
> ln (n+ 1)

我们把所有项移到左边，得到

1 +
1
2
+

1
3
+⋯+

1
n
− ln (n+ 1) > 0

现在把左边全体看成一个数列 {an} ，我们研究 {an} 的单调性：

an+1 − an =
1

n+ 1
− ln(1 +

1
n+ 1

)

根据 lnx ≤ x− 1 知 an+1 − an > 0，则 {an} 单调递增，an ≥ a1 = 1 − ln 2 > 0，得证。

一般来说，导数题的前几问会暗示你需要用什么不等式来证明最后一问的数列不等式。如果上
面的例子放在考试里，可能这样出题：

{{}}
已知函数 f(x) = lnx− ax+ 1.
(1) 若 f(x) ≤ 0 恒成立，求 a 的取值范围.
(2) 对任意 n ∈ N∗，证明：1 + 1

2 +
1
3 +⋯+ 1

n
> ln (n+ 1)

{{}}

第一问其实暗示了不等式 lnx ≤ x− 1，用来帮助你解决第二问，有些时候这种暗示比较隐
晦，不容易找出。但是利用单调性的话，我们不需要任何提示就能直接证明数列不等式。

之后的第 1. 节，我给出了若干案例，它们都能用单调性直接解决（除了最后一个例子）。

0. 起步：使用放缩估计数列极限



一些比较困难的数列不等式，不能用单调性解决，需要放缩。下面是一个典型的例子：

{{}}
设 n ∈ N∗，证明： 1

12 +
1
22 +⋯+ 1

n2
< 2.

{{}}

如果令 an = 1
12 +

1
22 +⋯+ 1

n2
，则 an 显然是递增的，那么 an 的最大值应该是 n→ +∞ 时

的极限值，即 limn→+∞ an 。然而，高中范围内，我们无法求解此极限值。虽然不能求出极限
的准确值，但我们可以通过不等式放缩，来对此极限值作估计，如下：

这就估计出了 an 的极限值一定小于 2 。
顺带一提，本题确切的极限值为

1
12

+
1
22

+⋯+
1
n2

+⋯ =
π2

6

之后的第 2. 节，我给出了若干案例，它们都不能用单调性直接解决，必须使用放缩来估计数
列极限。

1. 案例（第一类）

{{}}
(2022年新高考二卷)已知函数 f(x) = xeax − ex.
(1) 当 a = 1 时，讨论 f(x) 的单调性.
(2) 当 x > 0 时，f(x) < −1，求 a 的取值范围.
(3) 设 n ∈ N∗，证明： 1

√12+1
+ 1

√22+2
+⋯+ 1

√n2+n
> ln (n+ 1).

{{}}

直接看第三问。题目中的不等式写成：

1

√12 + 1
+

1

√22 + 2
+⋯+

1

√n2 + n
− ln (n+ 1) > 0

研究数列 an = 1
√12+1

+ 1
√22+2

+⋯+ 1
√n2+n

− ln (n+ 1) 的单调性，考虑 an+1 − an：

an+1 − an =
1

√(n+ 1)2 + (n+ 1)
− ln(1 +

1
n+ 1

)

换元 x = 1 + 1
n+1 > 1 ，上式变成：

1
12

+
1
22

+⋯+
1
n2

< 1 +
1

2 ⋅ 1
+

1
3 ⋅ 2

+⋯+
1

n(n− 1)

= 1 + (1 −
1
2
) + (

1
2
−

1
3
) +⋯+ (

1
n− 1

−
1
n
)

= 2 −
1
n

< 2



an+1 − an = √x−
1

√x
− lnx

根据常见不等式 lnx < √x− 1
√x

,x > 1，有 an+1 − an > 0，则 {an} 递增，

an ≥ a1 =
√2
2 − ln 2 > 0

{{}}
(2010年湖北卷)已知函数 f(x) = ax+ b

x + c(a > 0) 的图像在点 (1, f(1)) 处的切线方程为
y = x− 1.
(1) 用 a 表示出 b, c .
(2) 若 f(x) ≥ lnx 在 [1,+∞] 上恒成立，求 a 的取值范围.
(3) 证明：

1 +
1
2
+

1
3
+⋯+

1
n
> ln (n+ 1) +

n

2(n+ 1)
(n ∈ N∗)

{{}}

解析：
直接看第三问。设

an = 1 +
1
2
+

1
3
+⋯+

1
n
− ln (n+ 1) −

n

2(n+ 1)

研究 an 的单调性，考虑

换元 x = 1 + 1
n+1 > 1，则上式变成

an+1 − an =
1
2
(x−

1
x
) − lnx

根据常用不等式 lnx < 1
2 (x−

1
x ),x > 1 ，知 an+1 − an > 0，则 {an} 递增，

an ≥ a1 = 3
4 − ln 2 > 0，得证。

{{}}
(2023年天津卷)已知函数 f(x) = ( 1x + 1

2 ) ln (x+ 1).
(1) 求曲线 y = f(x) 在 x = 2 处切线的斜率.
(2) 当 x > 0 时，证明：f(x) > 1.
(3) 证明： 5

6 < lnn! − (n+ 1
2 ) ln (n) + n ≤ 1.

{{}}

解析：
直接看第三问。研究数列 an = lnn! − (n+ 1

2 ) ln (n) + n 的单调性，

an+1 − an = 1 − (n+
1
2
) ln(1 +

1
n
)

换元 x = 1 + 1
n
> 1，上式变为

an+1 − an =
1

n+ 1
− ln(1 + 1

n+ 1
)− 1

2(n+ 1)
+

1
2(n+ 2)



an+1 − an = 1 −
x+ 1

2(x− 1)
lnx

根据常见不等式 lnx > 2(x−1)
x+1 ,x > 1 ，得 an+1 − an < 0，则 {an} 递减，an ≤ a1 = 1，于是右

边的不等式得证。
an 的下界在 n→ +∞ 处，这个极限值以高中知识无法求解。如果读者有一些高等数学的知识
储备，应该知道斯特林公式：

当n→ +∞时,n! ∼ √2πn( n
e
)
n

简单来说，当 n 足够大的时候，n! 的增长速度与 √2πn( n
e
)n 同量级，于是（需要说明的是，

下面的极限求解过程并不严谨）

所以，an 的下确界为 ln√2π，则 an > ln√2π > 5
6  。

上面的过程，虽然不能直接在考试中书写，但给了我们一个启示：要证明左边的不等式，关键
是对 lnn! 这一项的处理，或者说，对阶乘 n! 的估计。考虑证明：存在正实数 M，当 n >M

时，恒有：

n! < e
5
6 ⋅ √n( n

e
)
n

把它写成：

n! ⋅ en

e
5
6 ⋅ √n ⋅ nn

< 1

令左边的部分为 bn ，我们研究 bn 的单调性，使用前两项之比：

取对数

ln
bn+1

bn
= 1 − (n+

1
2
) ln(1 + 1

n
)

这跟之前的 an+1 − an 一模一样，则 ln bn+1
bn

< 0，bn+1 < bn，{bn} 递减 。又因为

这可由 ln 2 ≈ 0.7, ln 3 ≈ 1.0, ln 5 ≈ 1.6 得到，常用的对数值要记住。
所以，当 n ≥ 5 时，有

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

lnn! − (n+
1
2
) ln (n) + n

= lim
n→+∞

ln [√2πn( n
e
)n]− (n+

1
2
) ln (n) + n

= ln√2π

bn+1

bn
= e ⋅ ( n

n+ 1
)
n+ 1

2

b5 =
5! ⋅ e5

e
5
6 ⋅ √5 ⋅ 55

=
24 ⋅ e

10
3

625√5
< 1



n! < e
5
6 ⋅ √n( n

e
)
n

从而

lnn! − (n+
1
2
) ln (n) + n < ln [e

5
6 ⋅ √n( n

e
)
n

]− (n+
1
2
) ln (n) + n =

5
6

左边不等式得证。

上面这道题目，右边的不等式是常规的、能直接依据数列单调性解决的不等式；而左边的不等
式，则是另一种类型，需要使用放缩，来对数列的极限进行估计，这就是下一节的内容：

2. 案例（第二类）

{{}}
(2017年全国三卷)已知函数 f(x) = x− 1 − a lnx.
(1) 若 f(x) ≥ 0，求 a 的值.
(2) 设 m 为整数，且对于任意正整数 n ，(1 + 1

2 )(1 +
1
22 )⋯(1 + 1

2n ) < m，求 m 的最小值.
{{}}

解析：
首先，数列 an = (1 + 1

2 )(1 +
1
22 )⋯(1 + 1

2n ) 显然是递增的，于是本题需要估计极限值。
第一问显然是提示了不等式 lnx ≤ x− 1 。这是个对数不等式，为了将第二问的连乘式与对数
产生联系，将其取对数，得到：

ln(1 +
1
2
) + ln(1 +

1
22
) +⋯ln(1 +

1
2n

) < lnm

使用不等式 lnx ≤ x− 1，得

这就估计出了 an 的极限值小于 e ，又因为 a3 = 135
64 > 2，则 an 的极限值大于 2 ，小于 e 。

故 m = 3 。 (考试的时候不要在卷子上写极限两个字)

n

∑
k=1

1

(n+ k) tan 1
n+k

> n−
1

4n+ 2

{{}}

ln(1 +
1
2
) + ln(1 +

1
22
) +⋯ln(1 +

1
2n

) <
1
2
+

1
22

+⋯+
1
2n

= 1 −
1
2n

< 1



解析：
前两问比较简单，不讲。第一问就已经暗示了不等式

cosx ≥ 1 −
x2

2

下面看第三问。如果直接研究数列

an =
n

∑
k=1

1

(n+ k) tan 1
n+k

− n+
1

4n+ 2

的单调性，比较困难，最后会得到 {an} 是递减的，而我们要证明的是 an > 0，因此需要对
n→ +∞ 处的数列极限作估计。
题目提供给我们的不等式是关于余弦的，而待证不等式中是正切。那么根据余弦和正切的关
系，我们有：

于是

要证明

n

∑
k=1

1

(n+ k) tan 1
n+k

> n−
1

4n+ 2

只需证明

n

∑
k=1

1
(n+ k)2

<
1

2n+ 1

这个数列不等式也不简单，如果尝试用单调性证明。令

bn =
n

∑
k=1

1
(n+ k)2

−
1

2n+ 1

tan
1

n+ k
=√

1

cos2 1
n+k

− 1

<
1

[1 − 1
2(n+k)2 ]

2
− 1

=
√4(n+ k)2 − 1
2(n+ k)2 − 1

⎷n

∑
k=1

1

(n+ k) tan 1
n+k

>
n

∑
k=1

2(n+ k)2 − 1

(n+ k)√4(n+ k)2 − 1

>
n

∑
k=1

2(n+ k)2 − 1
2(n+ k)2

=
n

∑
k=1

1 −
1

2(n+ k)2

= n−
n

∑
k=1

1
2(n+ k)2



考虑

则 {bn} 递增，由于要证明的是 bn < 0 ，我们还得放缩估计 bn 的极限值。

希望证明：

n

∑
k=1

1
(n+ k)2

<
1

2n+ 1

对于左边的式子，一种常见的估计是

然而 1
2n > 1

2n+1，说明这种估计不够精确。一般来说，要改进放缩的精确度，有两种方法：一
种是放项；另一种是换用精度更高的放缩不等式。
所谓的放项，就是保留数列的前几项不参与放缩，例如，我们保留前两项：

比较难绷的是，上面的式子依然是大于 1
2n+1  的，如果放更多项，计算量会很大，也不优雅。

于是我们要改变放缩策略。考虑如下估计：

bn+1 − bn =
1

(2n+ 1)2
+

1
(2n+ 2)2

−
1

(n+ 1)2
+

1
2n+ 1

−
1

2n+ 3

=
8n2 + 22n+ 11

4(2n+ 1)2(n+ 1)2(2n+ 3)
> 0

n

∑
k=1

1
(n+ k)2

<
n

∑
k=1

1
(n+ k)(n+ k− 1)

=
n

∑
k=1

1
n+ k− 1

−
1

n+ k

=
1
2n

n

∑
k=1

1
(n+ k)2

=
1

(n+ 1)2
+

1
(n+ 2)2

+
1

(n+ 3)2
+⋯+

1
(2n)2

<
1

(n+ 1)2
+

1
(n+ 2)2

+
1

(n+ 3)(n+ 2)
+⋯+

1
2n(2n− 1)

=
1

(n+ 1)2
+

1
(n+ 2)2

+
1

n+ 2
−

1
2n

n

∑
k=1

1
(n+ k)2

<
n

∑
k=1

1

(n+ k+ 1
2 )(n+ k− 1

2 )

= 2
n

∑
k=1

1
2(n+ k) − 1

−
1

2(n+ k) + 1

=
2

2n+ 1
−

2
4n+ 1

<
1

2n+ 1



这下精度就够了。于是本题终于得证 。


