MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLM UNIVERSITET Analys, del A
Avd. Matematik MM5010 7.5hp
Examinator: S. Rodriguez-Lopez 20240229

Inga hjadlpmedel tilldtna. Samtliga svar mdste motiveras. Minst 7,5 podng pa problemdelen

krédvs for att gd vidare till den muntliga delen. Talen &r inte ordnade efter
svadrighetsgrad. Skriv dina ldsningar pd separat papper.

Problemdel

1. Avgor om foljande serie och generaliserade integral ar absolutkonvergent, betingat konvergent
eller divergent:

(a) [2p]§:(_—l)k (b) [1 t]/lL
& /ink+ 1) PR 2
Losningsforslag.
(a) Notera att for alla k> 1
In(k+1) <k,

och att serien Zkzlﬁ divergerar (det kan visas med hjalp av Cauchykriterium).
Jamforelsekriterium I ger oss att den positiva serien

oL
ic1\/In(k+1)

divergerar. Sa serien ér inte absolutkonvergent.
1

/In(k+1)

Det ar en alternerande serien dar talfoljden ar avtagande. Leibnizkriterium

ger oss att serien ar betingat konvergent.

(b) Funktionen f(x)= 2\/)_1(—”5 ar positiva och obegriansad i intervallet (0,1) ty

lim f(x) = +oo.
x—07%

Notera att
1 1

lim@: lim ——— = —.
x—>0* \/)_C x—0+ 2+x9/2 2
Da integralen konvergerar, eftersom, Jamforelsekriterium II ger oss att integralen

konvergerar om, och endast om det gor den generaliserad integralen

1
1

—dx = lim 2/%|}.
/() \/; s—1>r(I)lJr \/)_C|s

2. [3 pt] Los differentialekvationen
of  of
_ + _— =
ox dy

2y =2y, f(x,0) =In|x],

t.ex. genom att inféra de nya variablerna u=x-y? och v=y.



Losningsforslag. Kedjeregeln ger

L=t K="2f+ 1,

vilket overfor ekvationen i

20 =20 a+ fi=2y < fi=2v. < f(u,v) =v* +g(u) = y* + g(x—y%).

Om vi sétter in y =0 och anvinder villkoret f(x,0) =1In|x| far vi g(x) =In|x|. Losningen ar
darfor
fx,y) =y* +Infx-y?|.
3. For varje a e R, a >0, 1at fy:R? - R vara funktionen definierad av
i 2 o
EEDE o () + (0,0),
fa(x,y) = X2y
0, om (x,y) =(0,0).
(a) [1 p] Bestdm for vilka virden av o som funktionen f, ar kontinuerlig i R2?
(b) [1 p] Bestam for vilka varden av o som funktionen fy ér partiellderiverbar i origo?

(c¢) [1 p] Bestam for vilka viarden av a som funktionen fy ar differentierbar i origo?

Losningsforslag.

(a) Notera att funktioner ar odefinierad i nagra punkter pa planet om a € R\ N, si kan
inte vara kontinuerlig i R? i dessa fall.

Om «a €N, ar R? funktionsdefinitionsmingden och funktionen éir kontinuerlig i alla
punkter forutom (0,0) eftersom det &r en produkt av funktioner som kan skrivas som
en sammansattning av kontinuerliga funktioner.

Eftersom (0,0) 4r en hopningspunkt, ar f, kontinuerlig i origo om, och bara om

lim X,y) = 0,0)=0.
(x,y)—»(0,0)fa( )’) fa( )

Omskrivning av uttrycket i polara koordinater, och anvandingen av standargransvarden
visas att det géller om o >1 och o e N.
(b) Notera att, for alla & >0, fy ar val definierad i en omradet av origo. Dessutom

fa(X,O)—fa(0,0) _

X

) )
= fa(0,0) = lim 0,

och likadan a% f(0,0)=0. S& ar fy partiellderiverbar i origo for alla a > 0.
(¢) Om fy ar differentierbar i origo, géller da att
fa (x?y) — 0
(x)=(0.0) (2 +y?)1/2

Omskrivning av uttrycket i polira koordinater, och anvandingen av standargransvarden
visas att det géller om, och bara om, o > 1.

4. Betrakta funktionen
flx,y) =x> =3x%+3xy+y> = 3y* +4.



(a) [2 p] Hitta alla stationdra punkter for denna funktion, och bestam, fér varje av dessa,
den associerade kvadratiska formen.

(b) [1 p] Bestdm om de stationira punkterna ér lokala maxima, minima eller sadelpunkter.
Losningsforslag.

(a) Gadienten blir
x2 —6x+3y )

3
Vf(x7y)=( 3X+3y2—6y

Vi skulle 16sa

x2-2x+y=0 y=x(2-x)
=
x+x%(2-x)2-2x(2-x) =0

x+y?-2y=0
Sé x=0 (och d& y=0) eller
1+x(4-4x+x?)-4+2x=0 < x> -4x> +6x-3 =0.
Vi gissar att 1 ar en l6sning. Da polynomdivison ger oss att
X —4x?+6x-3=(x-1)(x*-3x+3).
Sa ser vi att x=1 ar den endast reella 16sningar. Darfor finns tva stationara punkter
pi=(L1)  p>=(0,0).

Notera att
f(p1)=3,  f(p2)=4

Hessianer blir da
6x-6 3
H =

sa den quadratiska formerna blir
Qp, (h,k) = 6kh Qp,(h,k) = —6h? + 6hk — 6k

(b) Kvadratkomplettering ger oss att

kia, 3,2
0,,(h.k) = —6((h—§) + 3k )
Sa drar vi som slutsatsen att p; ér en sadelpunkt och p; ett lokalt maximipunkt.

5. Lat D ={(x,y) e R?: x >0}. Betrakta funktionen

Fy) = (x+y)e 2@ (x,y)eD.

(a) [1 p] Bevisa att lima, 2, f(x,y) =0.

(x.y)eD
(b) [2 p] Undersok om funktionen f har ett storsta och ett minsta vérde i méngden D, och
bestdm dessa i sa fall.

Losningsforslag.



(a) Vi behéver undersoka vad som hinder da x2+y? - oo och x>0. Forst skriver vi om

funktionen f som

2 2 2
flx,y) =xe ™ e™ e F tye e e,

Eftersom xe™ — 0 da x - +o0, och xe™ &r kontinuerlig, d&r funktionerna xe™ och e™*
begransad for x > 0. Dessutom, limy_,iooe“‘y2 =0. Sa foljer det att

. _ A2
lim xe Xe™ =0.
x2+y2—>+00

Eftersom ye‘y2 -0 da y - oo, ar funktionen ye‘y2 begrinsad for alla y e R. Dessutom
ar e~2 begransad for x> 0. D& far vi att

2
lim ye Ve 2 1,
x2+y —>+00

Det foljer att f(x,y) =0 da x2+y% - oo for (x,y) e D={(x,y): x>0}.

(b) Definitionen av gransvardet ger oss att, givet € >0, finns det N >0, sadant att, for

|(x,y)] >N och x>0 géller att |f(x,y)|< €. Vi véljer € = %@ (Varfor? ;-)).

Da kan vi reducera var studie till den kompakta omradet
Dy ={(x,y): x> 0,x*+y* <N}.

Da vet vet att funtionen har en maximum och minimum i den kompakta omradet, ty
f ar kontinuerlig.

Gradienten blir

2
V() = (1-2(x+y) 1-8y(x+y) )
Vi far en stationar punkt (1/4,1/4) (som &r en inre punkt till omradet).
s /A1) = gt
Randen till omradet utgérs av linjen x =0, och x2+y2 =N, .

Notera att vi har véljer N stor sidan att for x2+y2 =N i omradet giller att |f(x,y)|<€.
Lat g(y) = £(0,y) =ye™". Derivatan g'(y) = (1-8y2)e4" =0 da y= :I:Z\/_ D4 har vi

. Yo, 1

1(02305) =375

Det foljer att f har ett storsta och ett minsta virde och att dessa finns bland talen
1,-3/4 1,2/

e och SEV A

Notera att

Loy 12 ool gse,
2 22
Da géaller att

(;33161 f(x,y)=£(0,- \/—) X fxy)=f(1/4,1/4).

Teoridel

6. [3 p] Formulera och bevisa Cauchys rotkriterium och d’Alemberts kvotkriterium for serier.

7. [3 p] Harled formlerna for derivatorna av sinx, arcsinx, e* och Inx. Formeln sina-sinb =

2sin % cos &2 ‘”b far anvandas utan bevis.
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MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 6/3 2019
Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. Betrakta funktionen

(@ y) = { zy exp(()wffyu Ex,y) i (0,0)

déir som vanligt exp(t) = et.

(a) Ar funktionen g kontinuerlig i origo? 2p
(b) Ar funktionen g partiellt deriverbar i origo? Bestim derivatorna i sd fall. 2p
(c) Ar funktionen g differentierbar i origo? 1p

Motivera dina svar!

_1_
2x2

= oo (som oegentligt gransviarde). Dvs g kan inte vara

(a) Vi betraktar g(z,z) = x?exp(5%z) och ser att g(z,x) dr obegrinsad da x — 0, ty

. 1

= lim lez’
t—o0

kontinuerlig i origo.

H 2 1
lim 2% exp(7)

(b) Antingen ser vi direkt att g(z,0) = 0 for alla . Dérmed &r g &ven i origo partiellt
deriverbar med avseende pa x och derivatan &r lika med 0. Samma argument fungerar
aven for den partiella derivatan med avseende pa y.

Eller sa kan man anvénder sig av definitionen direkt, dvs berékna i detta fall
g(0,h) — g(0,0) . O'hexp(ozo_;’_ihm)_o 0 /

it h ~ iy =0T 900

(¢) Nej, enligt (a) ar ¢ ej kontinuerlig, och darmed kan den inte vara differentierbar.

Svar: (a) Nej, ej kontinuerlig (b) Ja, g;,(0,0) = g,,(0,0) =0 (c) Nej, ej differentierbar.

2. (a) Bestam alla stationdra punkter till funktionen 5p
1
H(w,y,2) =2 497 + 2~ (o —y+ 2)

och avgor deras karaktir. Antar H ett stérsta och/eller minsta virde i R®? Vi betraktar

ekvationssystemet
! 2 3
HY = 29:—§(xfy+z) =0
2
H, = 2y+§(xfy+z)3:0
2
H, = 2z—§(m—y+z)3:0

Subtraktion av den forsta och den andra ekvationen, samt den andre och den tredje
leder till
z+y=0 och y+z2z=0

, dvs x = —y och z = —y. Inséttning i t.ex. den andra ekvationen ger da
y(1— (3y)*) =0,

vilket ger oss tre l6sningar for y, ndmligen y = 0 och y = :i:%. Darmed har vi tre
stationédra punkter, namligen (0,0,0) och ($%, i%, ¥%)



For att bestamma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:

H::cl:c = H;/y = H;,z = 272(1371]4*2)2 Hg’c,y = Hgl;/z = 2(I7y+z)2 Ha/c/z = —2(x7y+z)2.

For punkten (0,0,0) &r den kvadratiska formen
Qo(h, k, £) = 2h% + 2k* 4 2(*

positivt definit och punkten &r dirmed en lokal minimipunkt. I punkterna (1,44, F1)
giller (x —y + 2)? = 1 och dirmed har bada punkterna samma kvadratiska fom

Q(h, k,£) = Ahk — 4h + AkL.

Den &r indefinit, ty t.ex.Q(h,k,0) = 4hk antar bade positiva och negativa vérden.
Punkterna ar darmed sadelpunkter.

H ir bade nedat och uppat obegrinsad, ty H(z,7,0) = 22 — oo, dd # — oo och
H(z,0,0) = 2% — 22* = 2%(1 — §2?) = —o0, dé z — 0.

Svar: (0,0,0) ar en lokal minimipunkt och (313%7 :I:%, :F%) ar sadelpunkter.

Varken minsta eller storsta varde antas.

(b) Ldt G vara en C3-funktion som har Taylorutvecklingen 1p
Glz,y) = (& —1) +y + (@ = 1>+ 4" + (@ = 1)* +4*)**B(z,y)

kring (1,0). Ar (1,0) en lokal minimipunkt for G2 Motivera ditt svar!
Fran Taylorutvecklingen kan vi avldsa G7,(1,0) = 1 (och dven G (1,0) = 1). Alltsa &r
(1,0) inte en stationdr punkt och kan darmed (ty G differentierbar) inte vara en lokal ex-
trempunkt.

. Avgdr om funktionen 6p

hw,y) = (z +y — 1) +0)

antar stérsta och minsta virde i D = {(x,y),x > 0,y > 0,2% +y* < 2} och bestim dessa i
sa fall.

Vi borjar med att konstatera att funktionen h dr kontinuerlig (faktiskt i hela R?). Omradet
D ir den delen av den 6ppna cirkelskivan med radie v/2 och medelpunkt i origo, som ligger
i den slutna forsta kvadranten. D &r alltsa begrdnsad, men inte sluten, dvs inte kompakt.

Vi ser dock att funktionen &r noll ldngs linjen ¥y = 1 —  och &r negativ i den kompakta
triangeln D_ := D = {(x,y),z > 0,y > 0,y < 1 — 2}, medan den &r positiv i resterande
delen av omradet D\ D_. Darmed antar h ett minsta virde i D_ som &ven ar minsta vérde
iD.

For att undersoka om h antar dven storsta varde kan vi anvanda oss av polara koordinater
och uppskatta

h(r cos @, rsin @) = (r(cos go—i—singo)—l)e?rz =(r QSin(a,o—i—Z)—l)e%2 < (\/i\/ﬁ—l)e%2 <et

dir vi ocksa vet att olikheten &r strikt, ty 7 < /2. I uppskattningens forsta steg har vi sett

att (for givet r blir funktionen storst ldngs linjen ¢ + 7, dvs o = y. Alltsa kollar vi h lings

denna linje mot randen av cirkelskivan, dvs lim h(z,z) = lim (22 — 1)e**” = ¢*. Da vet vi
r— r—r

4

att h antar virden godtyckligt nira e*, men & andra sidan har vi sett att h(x,y) < e*i D.

Alltsa finns inget storsta vérde.

Det aterstar nu att berdkna det minsta vardet. Vi borjar med att kolla stationdra punkter,
dvs ekvationssystemet

n, = )14 dp(r+y—1)=0
1o g2yt —
hy, = I+ dy(z+y—1)) =0.



Vi far = y och inséttning i t.ex. den forsta ekvationen ger ingen l6sning, dvs det finns inga
stationéira punkter. Sedan kollar vi randen av triangeln D_. Léngs linjestycket (¢, 0) for 0 <
t <1 far man (efter lite rdkning) en majlig inre punkt, ndmligen (%, 0) och av symmetriskél
dven (0, %) pa linjestycket pa y-axeln. Langs triangelns hypotenus &r funktionen 0. Vi masta
alltsa jamfora foljande varden

1 1 e

Minsta virdet ar da —1.

Svar: Minsta varde: -1, storsta virde saknas.

. Undersék om funktionen f(x,y) = x> +y? antar ett stérsta och/eller minsta virde lings den
givna kurvan.

(a) 2* +ay +y* =1 1p
(b) 2% + 122y +y* = 1. 1p
(¢) Vélj EN kurva, dvs antingen (a) eller (b), och ange for denna kurva stérsta och/eller

minsta varde (i fall de finns). 3p

Motiwera dina svar! Funktionen f &r kontinuerlig. En mojlighet ar att konstatera att bada
kurvor faktiskt ar kegelsnitt, antingen ellipser eller hyperbler. Genom kvadratkomplettering
kan vi avgora vilket fall intraffar.

(a) 2% + xy + y?> = 1 kan skrivas som 22 + xy +y? = (z + %)2 + %y2 = 1. Alltsa ar
kurvan en ellips, dvs sluten och begransad, och f antar bade storsta och minsta vérde
pa kurvan. (OBS i fall man inte kdnner igen att det handlar sig om en ellips ser man fran
kvadratkompletteringen i alla fall att kurvan &r begrdnsad, ty man far begrénsningar
3y2<loch(z+%)2<1)

(b) 22 + 12xy + y? = 1. kan skrivas som 22 + 12zy + y? = (z + 6y)? — 35y% = 1. Alltsa
ar kurvan en hyperbel. Eftersom den &r obegrinsad kommer f anta godtyckligt stora
véarden (f méter ju avstandet till origo i kvadrat) och inget storsta varde antas. Minsta
vardet antas dock, ty vi kan vélja en stor sluten cirkelskiva, da antar f minsta vardet
pa den slutna méngden som utgors av kurvan som ligger innanfor cirkelskivan. Detta
ar aven minsta virdet pa hela kurvan, ty funktionsviarden utanfér &r sikert storre an
cirkelskivans radie i kvadrat. (OBS: Aven hir kan man argumentera utan att kinna
igen hyperbeln, t.ex. genom att visa att for varje = finns det ett y, sadan att punkten
(x,y) ligger pa kurvan, dvs den &r obegréansad.)

Lp
(¢) For att berdkna minsta/storsta virdet kan vi anvénda oss av tva metoder, for omvéxlings
skull ange jag hér den ena for (a) och den andra for (b):

(a) Vi anviinder oss av Lagrangemultiplikatormetoden, dér alltsa f(z,y) = 22 + y* och
g(z,y) = 2% + 2y + y? — 1. Vi borjar med att kolla om det finns en singular punkt
pa kurvan. Den enda l6sningen till gradg = (22 + y, 2 + 2y) = (0,0) ar (0,0), men
9(0,0) # 0, dvs punkten ligger inte pa kurvan. Hjdlpfunktionen &r nu

H(z,y; \) =2 + 9> = ANa® +ay+y° — 1)
och vi far ekvationssystemet
H, = 2x—X2zx+y)=0
H?'/ = 2y—A2z+y)=0
samt
H,=—(*+ay+y?>—1).=0

Elimination av A ger (efter lite rdkning!) = = zy. I forsta fallet ger bivillkoret att

2% = % och dérmed funktionsvérdet %, medan det andra fallet ger 22 = 1 och déirmed

funktionsvirdet 2. Minsta vardet ar alltsa % och storsta vardet 2.



(b) Ett alternativ ar att anvéanda det nodvéandiga villkoret att gradf och gradg ska vara
parallella direkt med hjalp av determinanten, dvs vi har ekvationen

! !
A A 2z 2y -
det( q. g; = det 2%ty 2wty =0

Vi far igen 2% = 42, men nu leder enbart z = y till en 16sning, némligen 22 = -, medan
r = —y inte ger nagon l6sning. Minsta virdet ar alltsa %.
Svar: (a) Bade storsta och minsta virde antas (b) Endast minsta vérde antas

(¢) I (a) ér minsta vérde 2 och stérsta viirde 2. I (b) dr minsta virde 3.

5. Lés for x,y > 0 den partiella differentialekvationen 4p
oF oF
m% + ya—y =x
t.ex. genom att anvinda variabelbytet s = xy och t = %
Vi anvander de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F (s,t) := F(x,y).

Att rékna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

- ~ 1
F, = F_-y+F -
Y

~ ~ —T

Differerentialekvationen blir da (efter lite rdkning)
1/t

oLt
S 2V s

Integration leder till

F(s,t) = Vst + ¢(t)

och darmed

x
dér ¢ ar en tillrdckligt manga ganger deriverbar funktion.

Svar: allménna 16sning F(z,y) = 2 + ¢(})
6. (a) Undersok om foljande serier dr konvergenta: 2p
1 n — 1
o Rz
Saetoy SISl Sy
n=1 n=1 n=1
(b) Undersck om den generaliserade integralen 2p

ooarctangc2d
- dx
o Tz

ar konvergent.

1
(a) Observera lim <=L =1.
n—r 00 n

For forsta serien ser vi dirfor att termerna n(ew — 1) — 1 da n — oo, dvs termerna gar
inte mot 0 och serien kan inte vara konvergent. For den andra och tredje serien kan vi
anvinda jamforelsekriteriet IT och jamfora med den konvergenta serien Y - ; # I bada fall
blir gransvéirdet 1 och serierna &r konvergenta. (OBS: For en fullstindig 16sning ska dessa
gransvérden beriknas!)



(b) Integralen &r generaliserad bade i © = 0 och vid oo och vi delar darfor integralen upp i
tva delar som understks var for sig:

/1 arctan z? d +/°° arctan x> d

——Fdx ——Fdx.

0 1‘2\/5 1 .'172\/.%

Maclaurinutvecklingen av arctanz? leder oss till att anvinda jaimforelsekriteriet IT och vi
beréknar

arctan >
2
lim Y — =1
—0 ——=
T + \/5

Eftersom den generaliserade integralen fol %dm ar konvergent ar enligt jamforelsesatsen
dven fol % dx konvergent.

I den andra integralen dr diremot —;'~ dominerande. Ty lim arctanz? = Z och igen
z2.\/x 2300 2

jamforelsekriteriet IT ger att d&ven den andra integralen ar konvergent, ty fol ﬁ dx ar kon-
vergent.

Svar: (a) divergetn, konvergent, konvergent (b) konvergent




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 17/4 2019

Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1.

sin(zy)

Besta ansvdardet i l 2 tt det int . 1
(a) Bestim gransvirde ﬁﬂljr};C>O 2y eller visa att det inte finns D
s
(b) Bestim gransvdirdet — lim 1211(ny eller visa att det inte finns. 1p
(z,y)=(0,0) T2 + ¥
(02
(¢) Bestim grdansvirdet M eller visa att det inte finns. 1p
(z,9)—(0,0) T2+ ¥y
(d) Fér vilket vdrde pa ¢ dar funktionen
sin(z%y)
— 0,0
g(@,y) = a2 442 (9) #
c z,y) = (0,0
kontinuerlig? 1p

Motivera dina svar!
sin(zy)
(a)

P sin(xy) - o ar en begrinsad funktion (nidmligen sin(ry)) ganger en
funktion som gar mot 0 (nimligen ———) da 22 +y? — oo. Alltsd &r  lim sin(zy) —0
x? +y? ' o2 4y? o0 T2 + 42
(2
(b) Om vi sétter z = y far vi Sl;(f - % da z — 0,
x
=in(0) sin(ay)

= 0. Alltsa kan lim inte finnas.

y? (2.9)~(0,0) 22 + 1
(¢) Om vi nu forsoker pa samma sétt som i (b) skulle vi fa samma grénsvérde i bada fall. Vi
sin(z2y) S (1"3 cos? psin gp)
kollar déarfér med poléra koordinater och far = som for bada
22 + 12 2
cos = 0 eller sin ¢ = 0 &r lika med noll. Annars kan vi forlanga och far

men om vi satter x = 0 sa far vi

i 3 2 i . .
sin (r cos? psin go) sin (3 cos? p sin ) .,
5 = - - cos” psinp - 7.
73 cos2 psin @

r

Nér r — 07 gar forsta faktorn mot 1 och ar darmed som andra faktorn begrinsad, medan
c (2
tredje faktorn, ndmligen r, gar mot 0, alltsa ar grénsvéardet i alla fall ~ lim M =0
(z,9)—(0,0) = +y
(d) ¢ =0, eftersom endast da galler  lim  g(z,y) = ¢(0,0).
(2,y)—(0,0)

Svar: (a) 0 (b) existerar ej (¢)0 (d) c=0.

. Bestdm alla stationdra punkter till funktionen 6p

F(z,y) = 32" — 62%y + 24> + 7

och avgor deras karaktdr.

Vi betraktar ekvationssystemet
F, =...= 12z(2>—y)=0
F, =...= 6(-2"+y*) =0

Den forsta ekvationen har tva olika fall, antingen z = 0 eller 22 = y. I forsta fallet, 2 = 0
ger den andra ekvationen dven y = 0. I andra fallet, 2 = y, blir den andra ekvationen



y> —y = 0. Det ger oss y = 1 och y = 0. Och dérmed har vi hittat tre stationira punkter,
namligen (0,0) och (£1,1).

For att bestamma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
F), =362 —12y  F) =-12z  F, =12y
For punkten (1, 1) ar den kvadratiska formen
Q(h, k) = ... = 24h* — 24hk + 12k* = 24(h — k/2)* + 6k?,
medan for punkten (—1,1) dr den kvadratiska formen
Q(h, k) = ... = 24h* + 24hk + 12k* = 24(h + k/2)* + 6K2.

Bada kvadratiska former &r alltsd positivt definit och punkterna &ar darmed lokala min-
imipunkter.

I punkten (0,0) ddremot &r den kvadratiska formen identisk noll, dvs semidefinit och den
avgor inte karaktaren hos den stationidra punkten. Men om vi betraktar funktionen F' langs
y-axeln sa ser vi att F(0,y) = 2y® + 7 antar bade viirden som &r storre och viirden som #r
mindre dn 7 = F'(0,0). Punkten &r dédrmed en sadelpunkt.

Svar: (0,0) &r en sadelpunkt och (£1,1) &r lokala minimipunkter.

. Avgdr om funktionen 5p

Sy, ) = (1= a® = 2" = 3a%)er T H=
antar storsta och/eller minsta virde i R3 och bestim dessa i sd fall.

Vi observerar forst att f(x,0,0) = (1*1‘2)612 — —ooda x — oo, dvs. f ir ej nedat begrinsad
och saknar darmed minsta véarde.

Vidare kan vi konstatera att f(x,y,z) > 0 for alla punkter (x,y, z) som ligger i ellipsoiden
E :={(z,y,2) : 22 + 2y? + 322 < 1}. Eftersom E ir kompakt och f dr kontiniuerlig antar f
ett storsta virde pa E, som dven dr storsta virde av f i R3 ty f(x,vy,2) < 0 utanfor E.

Eftersom f &r noll pa randen av E antas storsta vérdet i det inre av F, ndrmare bestdmd i
en stationar punkt av f.

Vi betraktar alltsa ekvationssystemet

fLo=...= 2z(—2*—2y° - 32%)e” t T =
f,o=..= 2y(-1-2a"—2* - 3z2)e$2+y2+22 =0
o= = 2(—2—a2— 22 —322)e” TV =

Den andre och den tredje ekvationen implicerar direkt att y = O respektive z = 0. Da ger
férsta ekvationen att d&ven x = 0. Alltsa finns bara en stationdr punkt, ndmligen origo, som
dessutom ligger i E och storsta vardet ar f(0,0,0) = 1.

Svar: storsta viarde 1, minsta varde saknas.

. Undersék om funktionen h(x,y) = arctan(z? + y2) antar ett stérsta och/eller minsta véirde
lings kurvan 3 + y3 = % Bestam dem i forekommande fall. 5p

Kurvan &r obegrénsad, ty for varje zp € R finns det yo sadan att punkten (z yo) ligger pa
kurvan.

Funktionen h(z,y) = arctan(z?+y?) beror endast pa r = \/x2 + y2, dvs. avstandet till origo.
Dessutom é#r arctan(r?) en strikt viixande funktion (i variablen 7).

Om vi betraktar den slutna cirkelskivan B := {(x,y) : 22 + % < 1}, sa finns det sikert
punkter av kurvan i den. Skdrningen av kurvan med den slutna cirkelskivan &r alltsa icke-
tom och dessutom kompakt (ty kurvan &r sluten) och dérmed antar h ett minsta varde dér.



Pga. monotonin ar funktionsvéirdena inom B sidkert mindre &n utanfor B och minsta vardet
inom B ar alltsa minsta vardet pa hela kurvan.

Daremot finns inte storsta varde. Eftersom kurvan &r obegradnsad finns sdkert punkter
(Tnsyn) P& kurvan sadana att z7 + y2 — oo och darmed h(zy,yn) — 5, men for ingen
punkt (i hela planet) géller att h(z,y) = 7.

For att hitta minsta viardet undersoker vi punkterna dar grad h och grad g ar parallella (hér

betecknar g funktionen som beskriver bivillkoret, dvs g(z,y) = 2% + 3% — %)

2x 2
e
2y

= 0.
e W

Med lite omskrivning blir ekvationen

ry(y —z) =

Da far vi tre punkter pa kurvan (0, 211/6), (21%,0) och (%,%) Jamforelse av funk-

tionsvardena ger

™}

1 1 1
h(O, m) = h(m,o) = arctan(m)
h(L L) = arctan(1)
v2' V2l '

Eftersom arctan &r en strikt vixande funktion &r = arctan(zll/s) < arctan(1) och dérmed &r

minsta vardet arctan(zl%).

Svar: minsta varde arctan(zll/g ), storsta virde saknas.

. o g . s Pf L L
(a) Visa att for en C*-funktion f skrivs uttrycket x 922 + Qxyaxay +y a—yz 1 poldra
koordi d = = rsi 20°1
oordinater (dvs x = rcosp, y =rsingp) somr 52 3p
Tips: Det kan vara bra att borja med att berdkna derivatorna med avseende pa r.
(b) Lds (for r > 0) den partiella differentialekvationen 2p
0% f 0% f 0% f
2 2 2 2
2 = .
¥ o2 + xyaxﬁy +y oy? (@ +y)f

(a) Vi betraktar funktionen f(r,¢) := f(z,y) och beriiknar (enligt tipset) f..

o= fox 4 fy -y = fr-cosp+ f, -sing

/

fli = (fiy-cosg+ fl, -sing)cosp+ (fl, - cosp+ fl, -sing)sing
= fg/cx'COSZ<P+2f;y-singacos<p+f;y-sin2gp

Alltsa ar
2 62f 2 ¢l / 2 p1

(b) Differerentialekvationen blir da

32

P,

or?
som &r en linjar ekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karakteristiska
ekvationen dr A\ — 1 = 0 med I6sningar A = £1. Och déirmed 4r den allminna lésningen

f(r,p) = A(p)e” + B(p)e™"



dér "konstanterna” A och B beror pa den andra variablen ¢. I de ursprungliga variablerna
x och y kan 16sningen skrivas som

o) = O(Z)e/F 4 p(E) 7,
Y Y
dar C och D ér tillrackligt manga ganger deriverbara funktioner. (OBS: % = cot ¢ och beror
alltsa endast pa ).

Svar: allménna l6sning f(z,y) = C’(%) eV@ty’ L D (%) e~ Vrity?
a) Undersok om foljande serier dr konvergenta: 3p
(a)
i (n!)? i Vn+1 i n — 50 (1)
2 2
n=1 (271)' n=1 n n=1 n
(b) For vilka virden pa « dr den generaliserade integralen 20p

/1 5 + arctan
——dx
0

./L:OL
konvergent? Motivera ditt svar!

(a) Den forsta serien ar konvergent enligt kvotkriteriet:

B (n+1)2 1
T @2n+2)(@2n+1) vy

Ap+41
Qn

For den andra serien kan vi anvanda ett av jamforelsekriterierna, t.ex. jamforelsekriteriet I:

\/n;&—l < \/2271:\/5_ ;l
n3/2

n n

0<

(oo} [ee]
. .. e . N
Eftersom serien ) —b= #r konvergent ér fiven den andra serien ) ¥ konvergent.

n=1 n=1 n’
Den tredje serien ar alternerande och vi forsoker anvanda Leibniz-kriteriet. Vi ser direkt
a, = ";—250 — 0 da n — oco. Dock kan vi konstatera att a,, > 0 endast for n > 50 och det

ar inte tydligt om f6ljden 4r monoton (som ocksa ar forutsittningar i Leibniz-kriteriet). En
mojlighet ar att undersoka differensen

n? +n — 50

n2(n+ 1)’

Ap —Ap41 = ... =

som &r alltsa positiv for tillrackligt stora n (Vi behover inte berdkna for vilka n). Da im-
plicerar Leibniz-kriteriet att dven den tredje serien ar konvergent.

(b) Den generaliserade integralen ar generaliserad endast i 0. Vi anvéander jamforelsekriteriet 1T

S5tarctanz
T _
—5— =5

T

lim
z—0t

for att konstatera att den generaliserade integralen i fraga &r konvergent precis om den
generaliserade integralen fol I% dx ar konvergent, vilket ar fallet precis om a < 1.

Svar: (a) konvergent, konvergent, konvergent (b) konvergent for v < 1, annars divergent




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 15/8 2019

Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. Berakta funktionen f:R? — R:

2
y*(z —1)

55 (xy)# (1,0

Sy ={ G-rry CVELY

0 (z,y) = (1,0)
(a) Visa alt funktionen f dr kontinuerlig i hela sin definitionsmdngd. 2p
(b) I vilka punkter f dr partiellt deriverbar? 2p
(c¢) I vilka punkter f dr differentierbar? 1p

Till att borja med kan vi konstatera att funktionen ar en sammanséttning av differentierbara
funktioner utom i punkten (1,0) och &r differentierbar (och ddrmed &ven kontinuerlig och
partiellt deriverbar) i R\ (1,0). Vi behover alltsa endast undersoka (1, 0).

(a) Vi anvander poléara koordinater med center (1,0), dvs z = 1 + rcosp, y = rsing och
far
r2sin’ - rcos @

flz,y) = =rsin® pcosp — 0, da (z,y) = (1,0),

ty sin® ¢ cos ¢ Ar begrinsat och r — 0. Alltsa har vi fatt att

lim z,y) =0= f(1,0),
(m,y)q(l,o)f( y) f(1,0)

r2

dvs f &ar kontinuerlig &ven i (1,0).
(b) Vi ser direkt att f(1,y) = 0 for alla y och f(x,0) = 0 {or alla x. Alltsa finns de partiella
derivatorna i (1,0) och &ar lika med 0.

(¢) For att undersoka pa differentierbarhet kollar vi

F(L+hk) k2h

VTR T (R R
_1

Om vi sitter t.ex. h =k, ser vi att uttrycket vidare ar lika med 35 och dérmed inte
gar mot 0.

Svar: a) se ovan b) partiellt deriverbar i hela R ¢) differentierbar i R\ (1, 0).

2. (a) Avgor om funktionen [ fran uppgift ovan antar storsta och minsta virde i omradet 3 p

D = {(z,y) : lyl < V3a}.

(b) Bestim dessa extremvdrden i forekommande fall. 20p
22 (o .
(a) Vi ser forst att f(z,z) = (;7%2262 = 290‘"”23;_2‘211 vixer over alla grianser da x — oo.

(OBS: linjen (x,x) for « > 0 ligger i omradet D.) Déarmed finns inget storsta vérde.

Sen betraktar vi omradet D_ := {(z,y) € D, x < 1}. Omradet ar kompakt, funktionen
f ér kontinuerlig paA D_ (ty den ér kontinuerlig i hela R? enligt 1.(a)) . Dérfor antar f
minsta varde i D_. Men f pa D_ antar bara icke-positiva varden, medan pa D\ D_
ar vardena icke-negative. Alltsa &r minsta virdet pa D_ &ven minsta virde pa hela D.



(b) For att bestimma minsta virdet av f i D maste vi bestimma minsta vérdet av f i det
kompakta omradet D_. Vi borjar med att undersoka om det finns stationéra punkter
i det inre av D_. (OBS: Det inre av D_ innehaller inte punkten (1,0) och ddrmed &r
h differentierbar i det inre av D_.)
Vi far ekvationssystemet

2 Y —(z—1)°

B (RN
2y(x — 1)

folz,y) = ...:WZO

Andra ekvationen ar uppfylld endast om antingen z = 1 eller y = 0. Forsta fallet kan
inte intréffa i det inre av D_, ty da a&r x < 1. Om y = 0 sa ar &ven forsta ekvationen
uppfylld och alla punkter pa stricken (z,0) med 0 < z < 1 &r stationfira punkter. I
dessa punkter dr dock h(z,0) = 0.

Det aterstar att kolla randen, som bestar av
i. striickan (1,y) for |y| < /3
ii. strickorna (z,4+/3z) for 0 <z < 1.
Léngs strackan (1,y) ar h(1,y) = 0.
Lings striickorna (x, £+/3x) underséker vi hjilpfunktionen

folz,y) =

3(x3 —a?) .
Derivatan blir H'(z) = ... = M%(le?’ — 422 + 5z — 2). Vikan gissa ett nollstiille
T = % och polynomdivision visar att det inte finns andra nollstallen i intervallet. Efter-
som H(%) =...= —% ar sammanlagt minsta virdet av f i D_, och ddrmed &ven i D,
lika med —32.
Svar: a) inget storsta virde, men minsta virde b) minsta varde ar —%.
. Bestam for varje virde pa o € R alla stationdra punkter till funktionen 5p
g(x,y) =10+ 2° +y° — 3axy
och avgor deras karaktdr.
Vi betraktar ekvationssystemet
(I) g, = ...=3@x*-ay)=0
(II1) g, = ...=301"—ay) =0

I fall att a # 0 kan vi 16sa ut y ur forsta ekvationen y = %2 Andra ekvationen blir da - efter
lite omskrivning - z(2® — @®) = 0. Den har lésningarna x = 0 och z = . Dvs vi har fatt
stationéra punkterna (0,0) och (a,«). For att bestimma deras karaktéar berdknar vi dven

de andra partiella derivatorna:

9ow =62 gy, =gy, =-3a g, =6y

I punkten (0,0) &r den kvadratiska formen Q(h, k) = —6ahk och alltsa indefinit (ty a # 0).
Dérmed ar (0,0) en sadelpunkt.

Fér punkten (o, a) ér den kvadratiska formen Q(h, k) = ... = 6a((h — 3k)* + %2k*. For
a > 0 &ar den positivt definit och punkten &r dérmed en lokal minimipunkt, medan for for
a < 0 ar den negativt definit och punkten darmed en lokal maximipunkt.

I fall att o =0 far vi bara en enda stationdr punkt, ndmligen (0,0). Alla andra derivator
forsvinner och darmed &ar den kvadratiska formen bara semidefinit och avgor inte punktens
karaktir. Men vi kan observera att g(0,0) = 10 medan g(¢,0) = 10 + t> antar bade virden




som &r storre och som ar mindre &n 10 (i varje omgivning av ¢t = 0). Déarmed ar (0,0) en
sadelpunkt.

Svar: (0,0) &r alltid en saddelpunkt.
I fall @ > 0 finns dessutom den lokala minimipunkten (o, ) och i fall & < 0 &r (o, ) en lokal maximipunkt.

. Motivera varfor funktionen h(w,y,z) = 2% — y? + z antar ett storsta och ett minsta virde pd
ytan 2 + y% + 22 = 4 samt bestim dessa. 5p

Eftersom sfiren 22 + y? + 22 = 4 &r kompakt och funktionen h ar kontinuerlig, si antar h
storsta och minsta vérde pa sfaren. Vi anvéinder methoden med Langrange-multiplikator och
infor hjalpfunktionen

F(z,y,z:\) =2 —y? + 2 = MNa? + > + 22 — 4).

Partiell derivering ger foljande ekvationssystem

20 — 22\ =
—2y—2y\ =
1—-2z\ =

samt
2?2+ P 422 =4

Eller pa ekvivalent form
z(1-=X) =

y(1+A)
1—-2z2\ =

I
o o o

samt fortfarande
22+ P 422 =4
Fran den forsta ekvationen for vi antingen z = 0 eller A = 1.

Ifall z =0 &r (i den andra ekvationen) antingen y = 0 och dédrmed (fran bivillkoret) z = £2
eller A = —1 och dérmed frén tredje ekvationen z = —3 och (fran bivillkoret) y* = 12.
Motsvarande funktionsvarden &r 2 och —1?7.

Ifall A\ =1 far viy = 0 och z = % och (fran bivillkoret) 2? = 13, dar funktionsvéirdet blir 1T.

Svar: Minsta véarde —1?7 och storsta varde 1?7.
. Los foljande partiella differentialekvation for funktionen F(x,y) op
OF OF
— +2z— =F
or oy
t.ex. genom variabelbytet
u = x
v o= y—a?

Bestam dven losningen som uppfyller F(x,0) = et for alla x € R.
Vi anvinder de nya koordinaterna fér att fa en differentialekvation for F(u,v) := F(z,y).
Att rdkna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

F, = F -1+F)-(—2x)

F; = FY.1

Differerentialekvationen blir da

F =F.



Detta #r en linjar forsta ordningsdifferentialekvation (i variablen u), som har 16sningen

F(u,v) = C(v) - e*, dér ”konstanten” C' &r en tillrdckligt manga ganger deriverbar funk-
tion i den andra variablen v. Dérmed far vi den allménna l6sningen
F(z,y) = C(y —*) - €".
For den speciella 16sningen géaller da
F(2,0) = C(—2%)-e” = et
och darmed C(t) = e~ .

Svar: Den allminna losningen ér F(x,y) = C(y — 22) - €®.

Losningen som aven uppfyller det ytterligare villkoret dr F(x,y) = eyt +a,

6. (a) i. For vilka virden pa 8 > 0 dr serien 2p
B
=P+ 3
konvergent?
ii. Ar serien 1p
o 2
2
St
— n?+3
konvergent?
(b) Ar foljande generaliserade integral konvergent eller divergent? 20p

1 —cosz
/ ————dx
o 25/2

(a) 1. Serien dr en positiv serie och vi anvander jamforelsekriteriet 1T

nz+2 +2
3 2 o
L AP i~ — 1, dan — oo.
n- 1 2
nB nB
[ee] 2 (oo} 1
o Lo . n?
Alltsa har serien i fraga samma konvergensbeteende som serien 21 = Zl Pl
n—= n—=

Den &r konvergent precis om exponenten g — 2 > 1.

n n242
n243

o0
ii. Termerna i serien »_ (—1)
n=1

(b) Integralen &r generaliserad bade i £ = 0 och vid oo och vi delar darfér upp integralen i

3 s}
1—cosx 1—cosx
/0 2 dr + /3 5z dx.

For det forsta integral utvecklar vi integranden

gar inte mot 0, alltsa kan serien ej konvergera.

1—cosz 1—(1—§+O(m4)) 1

252 2572 D YSYP

+0(2%/?).

Genom att anvénda jamforelsekriteriet II och t.ex. funktionen %%/2 ser vi att den forsta
generaliserade integralen dr konvergent, ty f03 230%/2 dx ar konvergent.
For den andra integralen kan vi t.ex. uppskatta integranden

2
= 5/2°

1—cosx
25/2

Eftersom f3°° # dx ar konvergent ar enligt jamforelsekriteriet I &ven den andra inte-
gralen ovan konvergent.

Svar: (a) i. konvergent for 5 > 3. ii. divergent. (b) konvergent




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Lésningsforslag
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 14/10 2019
Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. Betrakta funktionen g :R? — R:
3

7y
— (x,y 0,0
gay) =1 B (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
(a) Visa att grinsvirdet — lim  g(x,y) inte finns. 1p
(2,y)—(0,0)
(b) Ar g partiellt deriverbar i origo? 20p
(¢c) Tillhér g klassen C(R?)? 2p
Motivera dina svar!
(a) Vi ser att t.ex. g(t,0) =0 for alla ¢, medan g(¢t,t%) = ... = 1 for alla t # 0, alltsé kan

gransvirdet inte finnas.

(b) Vikollar direkt definitionen. Da ser vi att lim M = 0 och lim M =0
h—0 h—0

och dérmed &r g partiellt deriverbar i origo.

(c) Eftersom gransvérdet i (a) inte existerar kan funktionen g inte vara kontinuerlig i origo.
vilket dven innebér att g inte tillhér klassen C(R?).

Svar: a) se ovan b) ja c) nej.

2. Avgor om F(z,y) = % antar storsta och/eller minsta virde i mangden D och
bestam dessa extremuvdrden i f??)'rekommande fall.
(a) D={(x,y) : 2* +y* > 1} 3p
(b) D =R*\{(0,0)} 2p

2+ 1

Vi konstaterar forst att F(x,y) > 0 samt att t.ex. lim F(z,0) = lim = 0. Alltsa
Tr—r0o0 Tr—r00

ar alla funktionsvarden strikt storre dn noll, men det finns funktionsviarden godtyckligt nara
noll. Dvs F' har i bada fall inget minsta vérde.

Nér vi tittar pa funktionen sa verkar det som att i fallet (a) &r funktionen begrénsad och blir
liten for punkter langt bort fran origo, medan i (b) verkar den vara obegrédnsad. Pga denna
férmodan blir strategin att understka angaende maximum olika i (a) respektive (b).

(a) Vi borjar med att berdkna lim F(x,y). Det kan vi gora pa olika sétt, t.ex. med

(z,y)—o0
poléara koordinater
2 1 1 1 1
1 L+L L +4
0 < F(rcosg,rsingp) = 1 Z + — T = ... = T21 .T; §T21T4%0.
r4(cos? ¢ + sin® @) 1 — 5sin”2p 5

Alltsa har vi h)m F(z,y) = 0 och darmed finns till varje € > 0 ett tal R sadan att
(x,y)—o0
F(xz,y) < e for alla (z,y) med /22 + y? > R. For att kunna gora ett lampligt val av e
kollar vi stationéira punkter i D samt funktionsvérden pa randen 22 +y? = 1. Vi borjar
med stationéra punkter. Vi far ekvationssystemet
2 4 4 2 2 1)4 3
Flloy) = z(x +y)4(x +y* + )4z _o.
(z* +y*)?

4 .4
+y) — ( +y +1)4y°
F! _ Wl =0.




Multiplikation av den forsta ekvationen med y och den andra med x samt subtraktion
leder till
(¢ +y* + 1)’y — day’) =0,

och diarmed xy(x? — y?) = 0. Insiittning i t.ex. den forsta ekvationen visar att x = 0
skulle leda till y = 0, liksom y = 0 till x = 0. Men eftersom (0,0) inte ligger i
definitionsomradet ger det ingen l6sning. Men dven 2 = y? leder till samma punkt
(maste visas!) och ddrmed finns inga stationdra punkter.

2

— i Derivering ger
Cos* @ +sIn” @

Pa randen har vi h(y) := F(cos ¢, sinp) =

W)= ... = 8singocos @(sin? ¢ — cos? )

(cos? @ 4 sin® )2

I punkterna dér derivatan forsvinner far vi féljande funktionsvéirden: Om sin p = 0 eller
cos ¢ = 0 blir funktionsviirdet 2, om diiremot sin® ¢ = cos? ¢ s ir sin® ¢ = cos? p = %
och dirmed funktionsvirdet 4.

Om vi nu t.ex. viljer e = 1 s& vet vi enligt ovan att det finns R sadan att F(z,y) < %

i omradet z2 + y? > R%. Men omradet 1 < 22 4+ y2 < R? &r kompakt och darfor antar
den kontinuerliga funktionen F' sékert ett storsta viarde dér. Detta vérde &r (enligt vara
berdkningar ovan) lika med 4, som dérmed &r storsta virdet i hela D.

(b) Om D = R%\ {(0,0)} sa ligger t.ex. punkterna (0,t) for t # 0 inom D. Eftersom
F(0,t) = tiirl vixer over alla grinser da ¢t — 0 &r F obegrinsad och saknar storsta
varde.

Svar: a) minsta virde saknas, storsta varde 4  b) storsta och minsta vérde saknas.

. Bestdm for varje varde pa o € R alla stationdra punkter till funktionen op
f(z,y) = 223 — 602y + 3a3y*

och avgor deras karaktar.

Vi betraktar ekvationssystemet

() f. = ...=6(x*—-a**) =0
11 f, = ...=12%y(-z+ay’) =0

I andra ekvationen har vi tre fall: o = 0, y = 0 eller x = ay?.

a = 0 ger i forsta ekvationen x = 0 och dérmed &r alla punkter (0,¢) for ¢ € R stationéra
punkter.

y = 0 implicerar d&ven x = 0 och dérmed &ar (0,0) en stationir punkt for alla a.

x = ay? leder till y?(y? — 1) = 0. Eftersom y = 0 redan diskuterades kan vi dra slutsatsen
att y = +1. I bada fall far vi da = . Vi far tva stationéra punkter (o, £1).

For att bestdmma karaktar hos de stationdra punkterna berdknar vi &ven de andra partiella
derivatorna:

Gl =12¢ Gy, =G, =-12"y G, =—-120z+3-12a°)>.

I punkten (0,0) forsvinner alla andra derivator, och ddrmed &r den kvadratiska formen bara
semidefinit och avgor inte punktens karaktir. Men vi kan observera att G(0,0) = 0 och att
G(t,0) = 2t3 antar bade virden som &r storre och som #ar mindre &n 0 (i varje omgivning av
t = 0). Déarmed &r for alla varden pa « punkten (0,0) en sadelpunkt.

Fér punkten (o, +) dr den kvadratiska formen Q(h, k) = ... = 12a((h £ ak)? + o?k?). For
a > 0 ar den positivt definit och punkterna ar ddrmed en lokala minimipunkter, medan for
for v < 0 &r den negativt definit och punkterna darmed lokala maximipunkter.



4.

o.

I fall att @ =0 far vi en hel linje av stationira punkter, namligen (0,¢). I en sddan punkt
ar funktionsviirdet G(0,t) = 0 men G(z,t) = 223 kan antar positiva virden for & > 0 och
negativa for £ < 0 och dérmed &r alla dessa punkter saddelpunkter.

Svar: (0,0) ar alltid en saddelpunkt.
Om « > 0 finns dessutom de lokala minimipunkter (o, +1)

om « < 0 dr de lokala maximipunkter (o, £1).

om « = 0 bestar hela y-axeln av sadelpunkter.

(a) Avgor om funktionen h(w,y) = xy pd kurvan 2 + 2xy + 4y? = 3 med y > 0 har storsta
och/eller minsta virde, och bestim dessa i sa fall. 4p

(b) Vilka virden antar funktionen H(x,y) = arctan(zy) pd kurvan z% + 2zy + 4y® = 3 med
y > 02 Anvand dina resultat fran deluppgift (a) och motivera ditt svar ordentligt! 1 p

(a) Kurvan ér en sluten méngd, genom kvadratkomplettering ser vi att kurvan kan skrivas
pa formen (z + y)? + 3y?> = 3, dvs kurvan ir begriinsad, och dirmed kompakt. Da
funktionen A &r kontinuerlig, sa antar h storsta och minsta varde pa kurvan . Eftersom
funktionen #r kontinuerlig i R? och #ven bivillkoret #r given av en kontinuerlig funk-
tion med Oppen definitionsméngd, sa maste extrempunkterna uppfylla det nédvéandiga
villkoret att gradienten av i och gradienten av funktionen som ger bivillkoret &r linjért
beroende i dessa punkter eller sa ar de randpunkter till kurvan. Forst betraktar vi alltsa
ekvationssystemet

y 2r+42y\ 2 9,2 —
det(x 2x—|—8y>_0 samt (x +y)° + 3y° = 3.

Berikning av determinanten ger 4y? — 22 = 0, dvs = £2y. Insittning i bivillkoret ger
(obs hér hoppar jag over berdkningen!) tva punkter:

(-v3 7). .y

som ger funktionsvirdena —% och % Dartill kommer kurvans randpunkter dar y = 0.

Dessa #r (£v/3,0) som ger funktionsvirdet 0.

(b) Kurvan ar bagvis sammanhéngande och funktionen &r kontinuerlig, alltsa antar funktio-

nen h i (a) alla véirden mellan sitt minsta véirde och sitt storsta vérde, dvs virdeméangden
&r intervallet [—2, 2]. Eftersom arctan ér kontinuerlig och viixande antar da H pa kur-

van alla viirden i intervallet [— arctan(2), arctan(3)].

Svar: (a) Minsta virde —3, storsta viirde 5. (b) intervallet [— arctan(2), arctan(4)].

(a) Lat funktionen G € C3(R?) vara en funktion som har foljande Taylorutveckling kring
punkten (1,—2)

3
2

G(z,y) = 7—|—2(x—1)+3(y+2)+% (—8(1:—1)2—12(5c—1)(y+2)+(y+2)2)+((x—1)2+(y+2)2) B(z,y),

dar B dr begransad i en omgivning av (1,—2). 3p
i. Ange G(1,-2) och G',(1,-2).
ii. Ange tangentplanet till grafen till G ¢ punkten (1,—2,G(1,—2)). Gar tangentplanet
genom origo?
iii. I vilken riktningen vdzer funktionen snabbast i punkten (1,—2)?
w. Rdcker informationen ovan for att ange funktionsvirdet av G i punkten (%, —%) 7
Om ja, ange det! Om nej, forklara varfor inte.
(b) Ange en méingd M C R? som har foljande egenskaper: M dr varken dppen eller sluten,
M dr obegrdnsad och ej bagvis sammanhdngande. Forklara dven varfér din mdangd har
dessa egenskaper! 2p



(a) i. Vikan lésa av funktionsvéirdet och den partiella derivatan fran Taylorutvecklingen:
G(1,-2) =T och G/,(1,-2) = 2.

ii. Tangentplanet till grafen till G i punkten (1,—2,G(1,—2)) har ekvationen z =

T+2(x—1)+3(y+2). Origo ligger dock inte pa planet, ty 0 # 7+2(0—1)+3(0+2).

iii. Funktionen véxer snabbast i grandientens riktning, vilken i punkt (1, —2) ar (2, 3).

iv. Nej, formationen ovan racker inte for att ange funktionsvardet av G i punkten
(15, —2%)? Vi bara vet att B ér begrénsad, men vi vet inte hur stor den &r i

punkten i fraga.

(b) Ett exempel pa en sddan méngd ar M := {(x,y) : « > 2} U {(0,8)}. Méangden bestar
av alla punkter som ligger hoger om linjen x = 2 samt den enskilde punkten (0,8).
Hela linjen = = 2 bestar av randpunkter som dock inte tillhor méngden, alltsa ar den
ej sluten. Punkten (0, 8) &r ocksa en randpunkt, den tillhér méngden, som dédrmed inte
heller 4r 6ppen. M &r obegrdnsad, ty t.ex. alla punkter av formen (¢,0) med ¢ > 2
tillhér mangden, dvs punkter med godtyckligt stor avstand till origo. Mangden &ar ej
bagvis sammanhéngande, ty det inte gar att binda samman punkten (0,8) med nagon
av de andra punkterna med en kurva som helt ligger i M.

6. (a) Awvgor for var och en av foljande serier om den dr absolutkonvergent, betingat konvergent
eller divergent:
[ele] ’fln
7. —
n=1 n!
00 (_

)n
n=1 (1 + %)nz

X (=)
114 n{:l 2100
00 —1)"
(b) Nagon sdger: Jag pastar att serien Yy sin (( 2) > dar konvergent eftersom
n=1 n
sin ((_1) )
: n?
i gy = b
n2

Ar det korrekt? Om ja, fortydliga argumentet, dvs ange vilken sats eller vilka satser
som anvdinds. Om nej, gor ett korrekt resonemang.

(n+1)(”+1)
a) 1. Genom att anvanda kvotkriteriet ser vi a %:...zl—i—l”—>e>1
G tt da kvotkriteriet ot | —t D 1
nl

och darmed att serien ar divergent.

n" n!
Alternativt kunde vi t.ex. genom uppskattningen — > - = 1 kunnat se att

n n

termerna inte gar mot noll och dven sa kunnat konstatera att serien &r divergent.

il. Vi amnar anvanda rotkriteriet och kollar darfor

(="
(1+ L)

= 1 —>1<1
S+ e T

n

Alltsa ar serien absolut konvergent.

iii. Vi kollar forutsattningarna for Leibniz-kriterium. Termerna ﬁ gar mot 0,
n

men vi ser inte direkt om f6ljden dr monoton. Darfor infor vi hjalpfunktionen

t
h(t) = ———
®) t2 4+ 100



och deriverar den med avseende pa t. Da far vi h/'(t) = ... = %. For ¢t > 10

ar alltsa h, och ddarmed &ven foljden i fraga, strangt avtagande. Detta ar tillrackligt
for att kunna anviénda Leibnitzkriteriet och vi far att serien ar konvergent. For

o0
att kolla om den &ven &r absolut konvergent undersoker vi > " Viser
n=1 n? + 100
n
n? + 100 . . R I
dock t.ex. 1 1 och da har serien, enligt jamforelsekriteriet II samma
n

> 1
konvergensbeteende som serien Y. —, dvs den &ar divergent.
n=1

(b) Argumentet ar inte korrekt, ty jamforelsekriterierna far anvindas enbart f6r positiva

LS 1 > 1
serier. I detta fall kan man istéllet jamfora serien ) sin <2> med serien ) —, dvs
n n

n=1 n=1
. 1
' Sin ﬁ
o — =1L
n?

-nH" 1
Men eftersom sin (( 2) ) = (—1)"sin (2> far vi sa att den ursprungliga serien &r
n n

absolut konvergent.
Svar: (a) divergent, absolut konvergent, betingat konvergent (b) se ovan.




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 28/11 2019

Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

T +y
2+ 92’

1. Betrakta funktionen g : R?\ {(0,0)} — R : g(z,y) = arctan 5p

(a) Undersdk om gransvirdet ( %im(o O)g(:c,y) finns och bestdm det i forekommande fall.
I7y - 9

(b) Undersck om grinsvdrdet lim  g(z,y) finns och bestam det i forekommande fall.
z24+y%—o0

(¢) Ange en kurva, sadan att funktionen g ar konstant lings kurvan (med enda eventuella
undantag att funktionen inte dr definierad i origo).

Vi borjar med att skriva om funktionen i polara koordinater

. 1 .
g(rcosp,rsing) = ... = arctan (= (cos ¢ + sin ¢))
r
(a) Om r — 0 ser vi fran omskrivningen ovan att grénsvirdet beror pa riktningen ¢.
Speciellt ser vi t.ex.

1 0
I — i ST —t) =i -
IH1%1+g(0, t) Jm arctan = lim g(t,—t) im arctan0 = 0,
dvs lim T finns inte.
" =007 (=.9) 1
Kommentar: tliI(I)l g(0,t) = limy_,0— arctan% = —7 skulle ge dnnu ett annat vérde.
o

(b) T omskrivningen ovan ar cos ¢ + sin ¢ begrinsad och darmed lim  g(z,y) = 0, ty
z2+y2—o0

% — 0, funktionen arctan ar kontinuerlig och arctan 0 = 0.

(¢) Vi ser direkt att funktionen g &r konstant lika med 0 ldngs den rita linjen x + y = 0.
Om vi vill &ven se andra kurvor satter vi % = C. Om C = 0 ar det precis linjen
€T )

2

innan, annars far vi x* — %w +y? - %y = 0. Genom kvadratkompletteringen far vi

Lo Lo 1

dvs cirklar med medelpunkt pa forsta medianen och som gar genom origo. OBS gransfallet
da radien véaxer over alla granser utgors av den rita linjen z 4+ y = 0.

Svar: a) gransvirdet existerar ej b) 0 c) tex. y = —ux.
22 4+y? —4
2. Avgor om funktionen G(z,y) = m antar storsta och/eller minsta virde i mdngden
D :={(x,y) : |y| < 1} och bestim dessa extremvdrden i forekommande fall. 5p

Vi ser direkt att funktionen &r begransad, ty

4yt -4 2?4541

G(z,y) = < =
() x2+5y24+1 22452 +1
: . - .’ —4 . ,
Vi har alltsa G(z,y) < 1 men ocksa lim G(x,0) = lim — = 1. Dérmed antar G inte

nagot storsta virde.

Vi konstaterar att funktion G &r noll lings den delen av cirkellinjen 22 + y? = 4 som ligger
innanfor remsan |y| < 1. Pa omradet D_ := {(z,y) : |y| < 1, 2% + y?® < 4} &r funktionen
icke-positiv, och utanfér D_ positiv. Funktionen &ar kontinuerlig och antar darfér ett minsta



varde pa det kompakta omradet D_, som dr mindre dn noll och darmed dven minsta vardet
av G pa hela omradet D.

For att bestdmma minsta vardet borjar vi med att kolla eventuella stationdra punkter i det
inre av D_. Vi far ekvationssystemet

, B o 2z(4y*+5)
Gi(z,y) = '”7—(&724—5?]2—1—1)270

2y(—422 4 21
G oy = .. =yt +2)
Y (x2 4+ 5y2 +1)2
Fran den forsta ekvationen ser vi direkt att © = 0 och darmed pga den andra ekvationen
aven y = 0. Den enda stationéra punkten &r alltsa origo.

Randen av D_ bestar av tva cirkelbagar, samt tva striackor med y = £1. Léngs cirkelbagarna
ar funktionen noll. Vi kollar alltsa langs strickorna (¢, 4+1) da grianserna for ¢ fas genom att
beriikna skirningspunkterna mellan cirkeln 22 + y? = 4 och linjen y = 1 (for y = —1 blir det
samma grinser). Vi far da 2 = 4+v/3. Alltsa betraktar vi hjialpfunktionen

z? -3 9
h(t) := +1) = =1- —-V3<t< V3.
(t) = gle, £1) = "5 oy V3<t<V3
. . 1e gy 9-2x . . . ..
Derivatan blir da h/(t) = ————5, och den &r noll precis om z = 0. For att far minsta
(o2 + )2
vardet maste vi alltsa jamfora
1
9(0,0)=~4  h(0) =3 h(+V3,+1) = 0.
Svar: minsta virde —4 storsta virde finns ej.
. Betrakta funktionen op

flzyy,2) = ln(x2 +9% + 222) + xy.

Bestam alla stationdra punkter till f och avgor deras karaktir.

Vi konstaterar att funktionen f &r definierad for alla punkter i R® utom origo (0,0, 0) och
betraktar ekvationssystemet

2x

! p— ———————————————— =

fa: - $2+y2+222+y 0
2y

/ p— —————————————— P

fy = x2+y2+222+x 0
4z

!

i A—
fz x2+y2+222

Fran den tredje ekvationen ser vi direkt att z = 0, da blir de forsta tva ekvationer

2x
) ——— = 0
() x2+y2+y

2y
17 = 0.

Om vi multiplicera den forsta ekvationen med y och den andre med —x och addera dessa tva
far vi

2
dvs y = x eller y = —x. I forsta fallet ger den forsta ekvationen 2—562 +x=0eller 1 +22=0
x

som inte har nagra (reella) 16sningar. I andra fallet ddremot far vi 1 + 2% = 0, dvs z = £1.
Vi har alltsa tva stationdra punkter (1,—1,0) och (—1,1,0).



For att bestdmma karaktar hos de stationdra punkterna berdknar vi dven de andra partiella
derivatorna:

—z2 4% 4222 —4x —8xz
fro=-..=2 2 éj 2)2 fﬂgy: 2 2 z 5z T 1 fiz = 2 2 22

(22 +y? + 222) (22 + y? + 222) (22 + y? + 222)
b 2t —yP 222 - —8yz v a4yt —222
yy = IV v = T3 5 o 33 ==

(22 +y? +222)2 (22 +y? + 222)2 (22 + 92 +222)%

For bada stationdra punkter dr da den kvadratiska formen
Qh,k,l)=0-h>+0-k>40-£242-2-hk+0-hl +0-kl = 4hk + 202,

som ir indefinit. Det ser man t.ex. genom att titta pa Q(¢,t,0) = 4t> och Q(t, —t,0) = —4t?,
dvs @ antar bade positiva och negativa virden.

Svar: De stationéra punkterna (1,—1,0) och (—1,1,0) &r bade sadelpunkter.

. Betrakta funktionen h(z,y) = x* + y*. 5p

(a) Avgor om funktionen h antar pd kurvan x® + 6xy + y> = 2 storsta och/eller minsta
varde, och bestam dessa i forekommande fall.

(b) For vilka virden pd o € R dr funktionen h pd kurvan 2? + 2axy + y* = 2 begrinsad?

(a) Kurvan kan skrivas pa formen (z + 3y)? — 8y? = 2 (ses genom kvadratkomplettering)
och ar darmed obegrédnsad (den &r en hyperbel, eller sa ser man att for varje godtyckligt
stor virde pa y kan man losa ut z, dvs kurven innehaller punkter med godtyckligt stor y-
koordinat). Dérfor #r dven funktionen h(z,y) = x* + y* obegrinsad pa kurvan och antar
dérmed inget storsta viarde. Daremot antar funktionen ett minsta varde, ty vi kan inskrénka
oss pa t.ex. en kompakt cirkelskiva med tillrackligt stor radie. Snittet med kurvan &r en
kompakt méngd och ty h dr kontinuerlig antar den ett minsta varde dar. Om vi véljer radien
tillréckligt stor blir det &ven minsta virdet for A pa hela kurvan.

For att berdkna vérdet kollar vi det nddvéandiga villkoret:

2z +6y 4%\

Faktorisering (efter lite rdkning) ger ekvationen
8(y — z)(y + 2)(32% + 3y* + xy) = 0

Vi har antingen y = z eller y = —x. Den sista faktorn ar lika med 3(z + %)2 + %y% den ar
noll precis om y = och z = 0, men origo ligger inte pa kurvan. Alltsa har vi tva fall:

Fall 1: y = x Genom att stoppa in det i kurvans ekvationen far vi (efter lite rdkning) tva
méjliga minimi-punkter (3, —3) och (-1, 1).
Fall 2: y = —x Det finns inga punkter som uppfyller kurvans ekvation (om man stopp in far
man —2x2 = 1, som inte har en reell 16sning).

Eftersom h(3,—3) = h(—3, %) = § dr detta alltsé minsta vérdet.

(b) Vi skriver kurvans ekvation om till (z +ay)?+ (1 —a?)y? = 2 (med hjilp av kvadratkom-
plettering) och har olika fall:

Fér a? < 1 &r kurvan begrinsad (en ellips), och dirmed kompakt, den kontinuerliga funk-
tionen h antar ddrmed storsta och minsta véarde och &r alltsa begrénsad.

Fér o? > 1 innehéller kurvan som i (a) punkter med godtyckligt stora y-koordinater och
darmed &r h obegransad.

For a® = 1 bestar kurvan av tva parallella linjer som &ven i detta fall innehaller punkter
med godtyckligt stora koordinater och darfor &r h ej begransad.

Svar: (a) Minsta viirde 3, storsta viirde finns ¢j.  (b) =1 < < 1.




5. Bestim alla C?-funktioner F som uppfyller differentialekvationen op

0*F 1 0°F 1 OF 5
e 1
o0x2  4y? 0y?  4y3 Oy

i omrddet y > 0, t.ex. genom att inféra de nya variablerna s = x +y* och t = x — y>.

Vi anvénder de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F (s,t) := F(z,y).
Att rékna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

Fl, = Fl+2F,+F
F = 2 F — 2yF/
F), = 2F,—2F +4y*(F, - 2F!, + F};).

Differerentialekvationen blir da 4F”; = 16y* och diirmed
F, ’; = 2s — 2.

Integration leder till B
F(s,t) = s* — st> + h(z + y*) + g(t)

och darmed
F(z,y) =2y*(2" — y") + h(z + 4°) + g(z — v°),

dér h och g ar tillrdackligt manga ganger deriverbara funktioner.

6. (a) Avgér for var och en av foljande serier om den dr absolutkonvergent, betingat konvergent

eller divergent: 3p
oo oo
z:: n2 + 400 z:: n4 + 400
(b) Avgor for var och en av foljande generaliserade integraler om den dr konvergent eller
divergent: 2p
® sin x ® sin x
t t
arctan(es"®) i arctan(e )dx.

Vi@ + 1) J Ve =)

(a) Vi kollar forst med hjélp av jamforelsekriteriet IT om den forsta serien &r absolut konver-
gent. Eftersom

n
2
K +1400—>17 dan— oo
n

n > 1
—— — samma konvergensbeteende som —, dvs den ar divergent. Vi
n? 1 400 8 Zin ®

kollar om serien ar betingat konvergent med hjalp av Leibniz-kriteriet. Termerna

har serien Z

n
n? + 400
gar mot 0, men vi ser inte direkt om f6ljden &r monoton. Darfor infor vi hjalpfunktionen

4
h(t) = —
®) 2 + 400
och deriverar den med avseende pa ¢. Da far vi h/(t) = ... = %. For ¢ > 20 ar alltsa

h, och darmed &ven foljden i fraga, strangt avtagande. Detta &r tillrackligt for att kunna
anvénda Leibnitzkriteriet och vi far att serien &r konvergent.



n
. . . . . nd + 400 . .
For den andra serien anvéander vi igen JFK II och da -1 1 &r serien absolut
nd
konvergent.

(b) Den forsta integralen &r generaliserad i 0 och co. Vi delar darfor upp integralen som

1 _ oo .
arctan(e™?®) arctan(e®"?)

-~ 7 —  ~  Jdx

) Ve T Va@ )
arctan(es" %)
VA2 )

N
11

konvergent enligt jamforelsekriteriet II, ty integralen [ —=dx &r konvergent. For den hoger

o vV

t sin x 1
ar\cf?nQ(e—i_l)) < g—Q och ser darmed
z(x T

o0

For den vanster integralen ser vi lim

= arctan(e) > 0 och den &r dérmed
t—0+

integralen uppskattar vi integranden for x > 1 med 0 <

att integralen &r konvergent enligt JFK I, ty integralen [ —dz ar konvergent.
1 x

1
Den andre integralen ar dven generaliserad i * = 1. Dér beter sig integranden som po—
T —
och dérmed (enligt JFK II) 4r integralen divergent.

Svar: a) betingat konvergent, absolut konvergent b) konvergent, divergent.




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Lésningsforslag
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 5/3 2020

Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. (a) Ange ett virde pa konstanten ¢ sadant att funktionen 3p

fi o, | TRE ) @) #(00)

c (z,y) = (0,0)

ar kontinuerlig. I vilka punkter dr funktionen differentierbar? Motivera dina svar!
(b) Avgor om funktionen 2p
1 1
hay) = 2OFD g o0
x

har ett grinsvarde da (x,y) — (0,0) (med z > 0).
(a) Om gransvardet ( %Hn( : f(z,y) existerar och vi sétter ¢ lika med gransvérdet, sa ar f
z,y)—(0,0
kontinuerlig. Vi anvander poldra koordinater och betraktar

f(recosp,rsing) =...=2cosp-rlnr,
som gar mot 0 da (z,y) — (0,0), ty den forsta faktorn ar begrénsad och den andra faktorn

rinr — 0, da r — 0. Alltsa &r ¢ = 0.

Funktionen f #r i R?\ {(0,0)} en sammansittning av differentierbara funktioner och dirmed
sjalv differentierbar dér. I origo maste vi underséka ndrmare. Men vi ser att f inte &r partiellt
deriverbar med avseende pa x i origo, ty

lim M — lim In k2
h—0 h h—0

existerar inte. Darmed kan f inte vara differentierbar i origo.

(b) Vi betraktar h(z,z) = 22t — 1 did 2 — 0, men h(z,0) = 0. Dirmed existerar
gransvardet inte.

Svar: a) ¢ =0, och f ir differentierbar i R? \ {(0,0)} b) nej, gransvirdet existerar inte.

2. Betrakta funktionen G(z,y) = xy ey, 5p

(a) Undersék om funktionen G antar stérsta och/eller minsta vdrde i méangden

A={(z,y): |z -yl <1}

och bestim dessa extremuvdrden i forekommande fall.

(b) Vilka virden antar funktionen G i mdingden
B={(zy):|r -yl <1}?

Vi konstaterar forst att mangden A ar en sluten, men obegrénsad remsa kring férsta medi-
anen, och B ir dess inre. Ingen av mingderna #r kompakt. Vi noterar att G(x,z) = 22 - €°

ar obegriansad da x — oo, dvs G har inget storsta varde, varken i A eller B.

(a) Sen konstaterar vi att G(x,y) > 0 for (z,y) i forsta och tredje kvadranten, samt G(z,y) <
0 for (x,y) i andra och fjirde kvadranten. Eftersom skirningen av de sistndmnda med
méngden A ar begrdnsad vet vi att den kontinuerliga funktionen G antar ett minsta vérde
pa den kompakta mingden D := {(z,y) € A,z -y < 0}. Detta viarde maste vara negativt
och ddrmed &ven minsta varde for G i A.



For att berikna minsta varde betraktar vi forst ev. stationédra punkter i det inre av D.
Redan den forsta ekvationen G’ (z,y) = ye® =¥ (1 + 222) = 0 har dock inga lésningar som
kan ligga i det inre, ty y = 0. Alltsa fortsétter vi med randen av D. Léngs koordinataxlarna
forsvinner funktionen och det aterstar att underséka G langs linjerna (t,t — 1) for ¢ € [0,1]
samt (t,t + 1) for t € [—1,0]. Av symmetriskal racker det dock att underséka bara en av
dessa, vi valjer den forsta, dvs

h(t) := G(t,t —1) = (> —t)e*™ 1 te]0,1].

Derivation ger h/(t) = ... = (2t> — 1)e?~! som har bara ett relevant nollstiillen, nimligen

t= % Déarmed far vi som minsta varde h(%) = #e‘/ﬁfl.

(b) T (a) har vi sett att G antar sitt minsta virde b := 1_7‘/56\/5_1 pa randen av méngden
A (och endast dér), dvs i en punkt som &r en randpunkt till mdngden B men som inte ligger i
B. Dérmed vet vi att G(z,y) > b for (x,y) € B, samt att G antar virden som ar godtyckligt
néra b. Dessutom har vi sett att G &r uppat obegriansad i B. Eftersom G ar kontinuerlig och
definitionsméngden B &r bagvis sammanhé&ngande har alltsa G egenskap av mellanliggande
vérden och antar ddrmed alla virden i det 6ppna intervallet (b, co).

Svar: a) minsta virde 15¥2¢V2~1 storsta virde saknas  b) G antar i B alla viirden storre fin 15¥2eV2-1,

. Betrakta funktionen g(x,y) = (x + y)® + B(3z% + y?) med parametern 3 € R. 5p

(a) Bestdm for varje vdrde pa B # 0 alla stationdra punkter till g och avgdr deras karaktdr.

(b) Bestim for =0 alla stationdra punkter till g och avgor deras karaktdr.

Vi betraktar ekvationssystemet

(I) ¢, = 3(x+y)?+68z=0
(I1) g, = 3(x+y)*+28y=0.

(a) I fall 8 # 0 leder subtraktion till y = 3z. Om man stoppar in det i den forsta ekvationen

far man 6z(8x + §) = 0. Dvs vi far tva stationdra punkter (0,0) och (—g, —%).

For att bestamma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
Jie =6(x+y) +68  giy =gy =6(x+y) gy, =06(z+y)+25.

I punkten (0,0) #r den kvadratiska formen Q(h, k) = 63h% +28k%. For 8 > 0 ir den positivt
definit och origo ar dédrmed en lokal minimipunkt, medan for for 5 < 0 &r den negativt definit
och origo dérmed en lokal maximipunkt.

For punkten (—2, —32) ar den kvadratiska formen Q(h, k) = ... = 38((h — k)? — 48k? som
ar indefinit for varje viarde pa 8 # 0 och ddrmed &r punkten en sadelpunkt.

(b) I fall att 8 = 0 far vi en hel linje av stationdra punkter, namligen (¢, —t) for ¢ € R. Alla
andra derivator forsvinner och didrmed ar varje kvadratisk form bara semidefinit och avgor
inte punktens karaktir. Men vi kan observera att g(¢, —t) = 0 medan g(t + h, —t) = h® antar
bade virden som &r storre och som dr mindre &n 0 (i varje omgivning av h = 0). Darmed &r
varje punkt pa linjen en sadelpunkt.

Svar: (a) (—g, —%) ar alltid en saddelpunkt.

I fall 8 > 0 &r origo en lokala minimipunkt och i fall 5 < 0 &r origo en lokal maximipunkt.

(b) Varje punkt pa linjen y = —z &r en sadelpunkt.




4. Avgér om funktionen f(x,y,z) = xyz har stérsta och/eller minsta virde under bivillkoren
t4+y+2=0 och x*4+y>+22=1.

Bestdm dessa i sa fall. 5p

Forsta bivillkoret beskriver ett plan i R? och andra bivillkoret enhetsfiren. Funktionens
definitionsomrade &r alltsa ett cirkel i rummet, och darmed kompakt. Eftersom f &r kon-
tinuerlig, sa antas bade storsta och minsta virde pa denna méangd. Vi konstaterar att det
inte finns singuldra punkter (pa ytorna som ges av bivillkoren) och anvinder metoden av
Lagrangemultiplikatorer, dvs vi betraktar hjalpfunktionen

H(z,y,z;\ p) = ayz + Mz +y 4+ 2) + plz? + o> + 22— 1).
Partiell derivering ger féljande ekvationssystem

yz+A+2zp = 0
rz+ A+ 2yu =
Ty +A+2yp =
samt
t+y+2z=0 och 2+ +22=1

Subtraktion av den forsta och andra ekvationen samt den andra och den tredje ger - efter
lite omskrivning -

(y—z)(z=2p) = 0

(z—y)l@—2p) = 0.
Fran den forsta ekvation har vi antingen y = z eller z = 2u. Om vi stoppar in y = z i
bivillkoren far vi tva intressanta punkter (:I:%, :I:%, I%) (OBS den andra ekvationen &r

du uppfylld med ldmplig p men vérdet pa det ar ej relevant for l6sningen). I andra fallet
z = 2u ger den andra ekvationen antingen z = y eller z = 2u, vilket betyder z = z. 1

dessa tva fall ger insédttning i bivillkoren 4 punkter till, ndmligen (:I:%,:F%,:I:%) och

1
2 1 1 . . . . . o . . . .
($%, 75 :I:%). Om vi sétter in dessa i funktionen far vi att storsta vardet &r ——= och

36

nsta virdet & 1
minsta vardet ar ———.
36
5. Los den partiella differentialekvationen 5p

aFy, — 42°F), — F; = 162°

for > 0, till exempel med hjilp av de nya variablerna s = 22 — y och t = 22 + y.

Vi anvéander de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F (s,t) := F(z,y).
Att rékna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

F' = 22F +22F]
F! = 42°F" 4+ 8x*F" + 42°F) + 2F' + 2F]
Fy, = Fl—2F+F

Differerentialekvationen blir da B
Fli=1.

Integration leder till

F(s,t) = st+ p(t) + ¥(s)

och darmed
Fla,y) = (2® —y)(@® +y) + o(@® +y) + ¥(a® —y),

dér ¢ och v ar tillrackligt manga ganger deriverbara funktioner.



6. (a) Avgor for var och en av foljande serier om den dr absolutkonvergent, betingat konvergent
eller divergent: 5p

o 5 ()

> cos(nm)

]

(="

n=1 n

[e.e]
(b) For vilka x € R dr serien >, e~ dr konvergent, for vilka divergent?
n=0

(a) i. Vi anvénder kvotkriteriet och far

n+1 6 B _(2n—|—2)(2n+1)_>2 A& m— oo
= 3 .

By |y

Eftersom gransvardet % < 1 ar serien absolut konvergent.

ii. Eftersom cos(nm) = (—1)" sa &r serien lika med
> cos(n) =1
1" = -
Lo R

dvs. den harmoniska serien, som ar alltsa divergent.

(b) Vi anvénder rotkriteriet och far

i = e

For x < 0 ar e™® > 1 och serien darmed divergent, for > 0 4r e™® < 1 och serien darmed
konvergent. I fallet 2 = 0 maste vi kolla direkt. Eftersom e*™ = 1 inte gar mot 0 da n — oo,
sa ar serien inte konvergent.

Svar: (a)i. konvergent, ii. divergent (b) Fér « > 0 ar serien konvergent, for < 0 &r serien divergent.
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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

0. Lat parametern A vara lika med den ndst sista siffran i ditt personnummer.
Losningsforslaget skrivs med parametern, for att ha alla olika varianter med.

3 3

1. (a) Undersok om grdinsvardet av existerar dd x? + y? — co. 20p

xt 4yt
2

(b) Betrakta h(x,y) = arctan T, 3p
)

i. Undersék om grinsvirdet av h(x,y) existerar da (x,y) — (0,0) med y > 0.
it. Undersok om grinsvdrdet av h(x,y) existerar da (x,y) — (0,0) med y > |z|.
iti. Ange en (icke-konstant) funktion H(x,y) sadan att gransvdrdet av produkten

H(x,y) - h(x,y) ezisterar da (x,y) — (0,0) med y > 0.

(a) En mojlighet dr anvdndning av polédra koordinater:

73(cos® t + sin® t) < 2 < 4
rd(costt +sin®t)| = r(costt +sintt) T r’

3 3
Med hjalp av instangningsregeln kan vi da dra slutsatsen att  lim Ty = 0. Den

z24+y2— o0 rt + y4
sista olikheten ovan fas t.ex. genom omskrivningen

DN | =

1
cos* t 4 sin?t = cos® t(1 — sin?t) + sin? t(1 — cos®t) = 1 — 3 sin? 2t >

(b) i. I 6vre halvplanet kan vi vélja tva olika vigar

2
x T
h(0,y) = arctan0 =0  och h(z,z?) = arctan — =arctanl = 1
x
och darmed existerar gransvirdet i omradet y > 0 inte.
ii. Observera forst att kurvan y = 22 som anviinds ovan inte ligger i omradet y > |z|. Nu
kan vi daremot gora en uppskattning
2 2
x
0<—< vy Y
Y Y
och ty arctan-funktionen &r monoton far vi

2
T

0 < arctan — < arctany.
Y

Igen instdngningsregeln ger att gransvirdet i detta fall ar 0.

(iil) Eftersom h &r begriansad sa duger t.ex. varje funktion H, sadan att ( %Hn( : H(xz,y) =0,
z,y)—(0,0

teex H(z,y) =y.

34,3
Svar: (a) lim 9647—1—344 =0
z2+y2—o0 T* + Y

(b) i. gransvirdet existerar inte, ii. gransvirdet ar 0, iii. t.ex. H(z,y) = y.




2. (a) Undersék om G(z,y) = ye® ~¥" antar storsta och/eller minsta virde i mingden 4 p
D ={(z,y):y > |z| + A—10}.

OBS: Anvind ditt virde av A som du har bestimt i fraga 0 ovan.

(b) Ange ett exempel pd en begrinsad, men icke-kompakt delmdingd av R?. 1p
(a) Omradet bestar av alla punkter som ligger ovanfor kurvan y = |z — Z, dér jag for
enkelhets skull anvinder A := 10 — A. Parametern A kan anta foljande véarden 1,2, ......10.

Vi konstaterar forst att linjen y = z ligger inom omradet och G(¢,t) = t &r uppat obegréinsad,
alltsa antar GG inte storsta varde.

Vi ser att G > 0 for alla punkter med y > 0 och G < 0 for y < 0. Eftersom
Do = {(z,y) € D,y < 0}
ar en sluten triangel och ddrmed kompakt, samt att G ar kontinuerlig sa antar G minsta
varde pa Dy som ocksa dr minsta vardet pa D.
(b) Om méngden dr begrédnsad men inte kompakt, sa far den inte vara sluten. T.ex. den
oppna enhetscirkelskivan #r en sidan méngd {(x,y) € R? : 22 +y? < 1},
3. Betrakta funktionen g(x,y) = z* +y* — B(x — y)? med parametern 3 € R.

(a) Bestim for varje virde pa B alla lokala minimipunkter till g. 4p

(b) Vilj ett varde pa 8. 1p
Ange (for detta vdrde pa 8) en mdngd M; sadan att g antar ett minsta vdrde pa M,
och ange en mdngd Mo sadan att g inte antar minsta vdrde pa M.

(a) Vi betraktar ekvationssystemet

(I) g = 4a°—-26(z—y)=0
(II1) g, = 4’+28(x—y)=0.
Addition av ekvationerna ger 4x3 +4y3 = 0, alltsa y = —z. Fran den forsta ekvationen far vi

da efter lite omskrivning x(2? — 8) = 0. Dirmed har vi (for varje viirde pa 3 den stationira
punkten (0,0) samt for positiva 3 tva till stationira punkter (&+/3, Fv/3).

For att bestimma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
Grn=122" =28 g, =gy, =26 gy, =12 2.

For bada punkter (++/83, F+/3) ar den kvadratiska formen

1 1
Qhk) = ... = 105((h + k)4 (1= %)xﬁ)
positivt definit, ty 8 > 0! Bada punkter ar alltsa lokala minimipunkter.
Fér punkten (0,0) &r den kvadratiska formen Q(h,k) = ... = —28(h — k)? semidefinit och

avgor darmed inte karaktéren.

Vi tittar igen pa g(z, y) = 2* +y* — B(x —y)? och observerar att for 3 < 0 géller g(z,y) > 0 =
¢(0,0) och déarmed &r (0,0) i detta fall en (&ven global) minimipunkt. Fér § > 0 déremot
har vi g(t,t) = 2t* > 0 medan g(¢,0) = t?(—3+t2) antar negativa virden for tillrickligt sma
t. I detta fall &r (0,0) alltsa en sadelpunkt. Sammanfattningsvis har vi fatt f6ljande:

B> 0: (£+/B,F/B) ar lokala minimipunkter och (0,0) ar en sadelpunkt.

B < 0: den enda stationédra punkten (0,0) &r en minimipunkt.

(b) Oavsett vardet pa 8 kan méngden M; viljas som en godtycklig kompakt méngd ty g ar
kontinuerlig, t.ex. den slutna enhetscirkelskivan M; = {(z,y) : 22 + y* < 1}.

Ett exempel pa M far vi t.ex. genom att vélja nagot S < 0 och My =R\ {(0,0)}, ty vi har
sett att g(x,y) > 0 i denna méingd men eftersom ¢(0,0) = 0 och g dr kontinuerlig, s antar
g i M5 varden godtyckligt néra 0.

Svar: (a) For 3 > 0 ar (&+/8, Fv/B) ér lokala maximipunkter, fér b < 0 dr endast (0,0) en minimipunkt

(b) t.ex. My = {(z,y) : 22 +y?> <1} och My =R\ {(0,0)}.




1

—————— har stérsta och/eller minsta varde under
x? +y? 4 22

4. (a) Avgér om funktionen f(x,y,z) =
bivillkoret
(x—1)2+ (y+1)% + (A+2)2% = 200
och bestim dessa i sa fall. 4p

OBS1: Anvdand igen ditt virde for Al
OBS2: Det dar ok att svara med ”storsta vdrdet av dessa tal” utan av numeriskt avgora
vilket som dr stéorst!

(b) Betrakta kurvan x® — y*> = 4 (som en delmdingd av R?). Ange en funktion, som antar
mansta varde pa denna mdangd men inte storsta virde. 1p

(a) Bivillkoret beskriver i alla fall en ellipsoid, dvs en kompakt méangd. Funktionen f &r inte
kontinuerlig i hela R® men kontinuerlig i alla punkter som uppfyller bivillkoret (ty origo inte
uppfyller det) och ddrmed har f bade storsta och minsta virde under bivillkoret.

Vi konstaterar att det inte finns singuléra punkter (pa ellipsoiden) och anvénder metoden av
Lagrangemultiplikatorer, dvs vi betraktar hjalpfunktionen

1

Howid) = oy

+A((z = 1)+ (y+1)* + (A +2)z* — 200).

Partiell derivering ger foljande ekvationssystem

2z

_($2+y2+z2)2+2)\($_1) =0
2y

,($72+y2+z2)2+2/\(y+1) = 0
2

4 2NA42)z = 0

(22 +y% + 22)

samt
(=12 + (y+1)* + (A+2)2* — 200 = 0.

Elimination av A i den forsta och andra ekvationen samt i den den andra och den tredje ger
- efter lite omskrivning -

1
- _ t ) =0
x Yy samt  z( e 1)
I den andra ekvationen far vi tva fall. Om z = 0 sa far vi tillsammans med x = —y fran

bivillkoret punkterna (11, —11,0) och (—9,9,0).

A+2)?
200 — 2473,

A+2
Storsta och minsta vardet finns dérfor bland funktionsvardena i dessa punkter, dvs

I det andra fallet, namligen y = ALH (OBS A+1 # 0), sa ger bivillkoret z = +

1 1
f(]-la_]-]-vo) - @7 f(_97970) - @7
och
(A+2)2
! L, 200 - 245 1
A+1"A+ 1’ A+2 - 200 _ 2(A+2)°

2
Gtz T Az T Are

Anmérkning: I alla fall &r minsta vardet ﬁ och storsta virdet det som ges av punkterna
med z # 0, men det krévs inte i l6sningen.

(b) Kurvan dr en hyperbel t.ex. funktionen f(x,y) = 22 + y? antar minsta virdet men
ej storsta varde. Den antar minsta vardet eftersom snittet av hyperbeln med en sluten
cirkelskiva med radie t.ex. 10 dr en kompakt méngd och virdet av den kontinuerliga funk-
tionen f utanfér denna méngd &r sékert storre d&n i méngden. Darfor antar f ett minsta
varde i cirkelskivan som dven dr minsta virdet pa hela hyperbeln. Daremot &r hyperbeln en



obegransad méngd och darfor dven f (som ju ange avstandet till origo i kvadrat) obegréansad
pa hyperbeln.

Ett annat enkelt exempel &r f(z,y) = |x|. Tydligen ar = koordinaten for punkter pa hyper-
beln antingen storre én 2 eller mindre &n —2, alltsa antar f alla vérden storre eller lika med 2.

. Betrakta differentialekvationen op

ISR N TONE I TR N T
1622 0x2  12xy? 0xdy ~ 36y* Oy? 1623 0x  18y> dy

for x > 0.

(a) Visa att differentialekvationen i de nya variablerna s = x? + y® och t = x? — y3 blir

2f
a2 1

(b) Lds den partiella differentialekvationen.

(a) Vi anviinder de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F(s,t) := F(z, ).
Att rdkna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

F' = F'2z+ F2x

F!'' = ... =42*(F/ +2F, + Fl}) + 2F. + 2F}
Fl, = ...=6xy’(F, — F}))

F), = ...=9y*Fl, —2F), + F}}) + 6yF, — 6yF|.

Differerentialekvationen blir da verkligen
F!' = F.
(b) Losningen blir da F(s,t) = A(t)e® + B(t)e™* och déirmed
Fla,y) = A@® —y)e” V" 4 B(a® —y*)e T+

med tillrdckligt manga ganger deriverbara funktioner A och B.

6. (a) Undersdk om serien 2p

> () (5)

n=1

ar absolutkonvergent, betingat konvergent eller divergent.

o0

(b) For vilka x € R dr serien Y n(x — 1) konvergent. 1p
n=0

(c) Undersck om den generaliserade integralen 20p

/°° arctan x
——dx

o zi(z?2+3)

ar konvergent.

(a) Vi anvénder kvotkriteriet och far

(3(n + 1)) (_l)(nﬂ)
2(n+1) 9 B (Bn+3)(3n+2)(3n+1)

BE i

1
)" T @n+2)2n+ D(n+1) 9

Rellog



Eftersom gransvardet % < 1 &ar serien absolut konvergent.
(b) For att anvénda rotkriteriet berdknar vi lim {/|n(x — 1)*| = |z — 1|. Darmed far vi att
n— oo

serien &r absolut konvergent for |z — 1| < 1 dvs for 0 < & < 2 och divergent for |z — 1| > 1
dvs for x < 0 eller z > 2. T granspunkterna |z — 1| = 1 avgdr rotkriteriet inte och vi kollar

serien direkt, ndmligen Y n(—1)" och >  n(1)". I bada fall gar termerna inte mot 0, alltsa
n=0 n=0

ar serierna divergenta.

(c) Vi konstaterar forst att integralen ar generaliserad bade i * = 0 och vid oo och delar
dérfor upp integralen t.ex.som

* arctanz 7 arctanx > arctanz
————dx = ————dz + ———dx
o x1(x2+3) 0o zi(x?+3) 7 x1(x?2+3)

For den forsta integralen anvander vi JFKII och berdknar

arctan

5
lim x4 (z2+43) - 1
CL’HO“F x% e 37

och dérmed har den forsta integralen samma konvergensbeteende som f07 L dz, alltsa kon-
4

vergent. For den andra integralen kan vi t.ex. anvinda JFKI genom att for > 7 uppskatta
arctan T
=1t <

2 <. Eftersom f L dz #r konvergent #r Aven den andra integralen konvergent.
23 (m2+3) T 7T x

Svar: (a) abolut konvergent (b) konvergent for 0 < x < 1. (c) konvergent.




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Lésningsforslag
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp

Avd. Matematik den 19/8 2020, k1 9.00-14.00
Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

0. Lat parametern a vara lika med numret pa din fodelsemanad (t.ex. om du dr fodd i september
sa ara=9 for dig)

Losningsforslaget skrivs med parametern, for att ha alla olika varianter med.

1. Undersdk foljande grdansvirden och berdkna dem i forekommande fall: op
-1 2 2
lim ez2+2zy+2y2 lim 67(1 +4zy+3y )
(z,y)—(0,0) z2+y2—o00

-1
Kommentar: den forsta funktionen ar alltsd e=2+zzv+2e2 = exp ( 55—s—3 ).
x24-2xy+2y

Vi borjar med att konstatera att z2 + 2zy + 2y?> — 0 da (x,y) — (0,0). For att avgora
hur m beter sig, maste vi avgdra tecknet hos z? + 2zy + 2y2. En mojlighet &r
kvadratkomplettering z2 + 2xy + 2y% = (z + y)? + y? > 0. Alltsa far vi WM — —00
—1
da (z,y) — (0,0) och ddrmed  lim e»?+2ev+20% = (.
(z,y)—(0,0)
I det andra fallet ser vi genom kvadratkomplettering att —(x? + 4xy + 3y?) ir en indefinit
kvadratisk form och dérmed existerar gransvérdet inte. Vi kan ocksa kolla direkt ldngs olika

linjer
(.’E, y) = (t7 0) ger e—(w2+4wy+3y2) = €_t2 —0 dat— o0,
(z,y) = (=2t,8)  ger e (FHIEEIY — o o0 dat— oo,

(z,y) = (t,—t) ger e @ HwEY) — 0 1 qa ¢ — oo,

. . . . . o2 2y .
alltsé existerar gransvardet lim e~ (" +42y+3¥7) jpte.
z24y2—o00

. -1 . 2 22 .
Svar: lim e#®t2av22 =0 och lim e @ +42u+3%%) finng inte.
(z,y)—(0,0) x2+4y2—o0




2. Betrakta funktionen G(x,y, z) = vy —xz —yz +axyz, dar parametern a har vardet fran fraga
0.

(a) Bestim alla stationdra punkter till G samt deras karaktdir. 4p

(b) Avgor om G antar stérsta och/eller minsta varde i mangden 1p
K= {($7y72) € R3;$2 +y2 + 22 < 1}

(a) Vi betraktar ekvationssystemet

(1) G = y—ztayz=0
(1) G, = z—z+axz=0
(III) G, = —-z—y+axy=0.

Vi f6érsoka 16sa ekvationssystemet genom att eliminiera de icke-linjéra termerna, t.ex. genom
x- (i) —y-(II) =0. Det ger oss ekvationen

z(—x+y)=0.

Alltsa finns det tva fall: z = 0 eller y = z. Vi betrakta forst z = 0, da blir ekvationssystemet;:

() G, = y=0
(1) G = 2=0
(III) G, = —-x—y+axy=0

och vi har fatt en stationér punkt (0,0,0). T det andra fallet, y = z, blir ekvationssystemet

(I) G, = z—z+4+axz=0
!
(1) G, = z—z+arz=0
(I1I) G, = —2r+azx*=0.
Ekvation (III) har tva losningar, © = 0 som leder till samma stationdr punkt, som vi redan
har hittat, eller z = % Ur ekvation (I) far vi z = f%, dvs stationdra punkten (%, %, f%)
OBS: a # 0, ty det dr numret pa en mandad.
Vi har alltsa fatt tva stationira punkter (0,0,0) och (2,2 —2) Fér att bestimma deras

karaktéar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
Gl =Gy =Gl =0
Gy =Gy, =1+az G =G, =-1+ay G, =G, =—1+ax

Fér (0,0,0) &r den kvadratiska formen Q(h,k,¢) = 2hk — 2hf — 2k{. Den &r indefinit, ty
Q(1,1,0) = 2 > 0 medan Q(1,—1,0) = —2 < 0 och dérmed &r (0,0,0) en sadelpunkt. For
den andra stationidra punkten &r den kvadratiska formen Q(h, k,¢) = —2hk + 2h¢ + 2k{ och
dérmed ocksa indefinit.

(b) Funktionen G &r kontinuerlig och méngden K kompakt, alltsa antar G i K bade storsta
och minsta varde.

Svar: (a) Stationdra punkterna ér (0,0,0) och (2,2, —2) och dessa #r sadelpunkter.

(b) Stérsta och minsta vérde antas.




e (z+y)

(a) Betrakta mdngden 7
Dy = {(z,y) € R*x >0 och y > 0}.

i. Avgor om funktionen h antar storsta och/eller minsta virde i omradet Dy och
bestam dessa i forekommande fall.

1. Ange vardemdangden av h i omradet Dy, dvs ange mdngden av alla virden som h
antar i D1, och motivera hur du har kommit fram till denna mdngd.

(b) Avgor om funktionen h antar storsta och/eller minsta virde i omradet 1p
Dy = {(z,y) € R%y > 0}.

(a) i. Vi konstatera att mdngden D; dr den slutna forsta kvadranten, dvs en sluten men ej
begriansad méngd. Funktionen h &r kontinuerlig i hela sin definitionsméngd.

Minsta vdrde: Vi ser direkt att h(x,y) > 0 for alla (x,y). Men vi har ocksa att t.ex.
h(x,0) = 16_;—;2 — 0 da x — oo, dvs att det antas viarden godtyckligt nara 0. Darmed kan
det inte finnas ett minsta varde.

Storsta vdrde: Vi observera att, eftersom x > 0 och y > 0 sa géller

e0

0<hl@y) <57

I och med att m — 0 da 22 + y? — oo foljer enligt instingningsregeln att dven

lim  h(z,y) =0.
z24+y2—o00
Det betyder att for varje e > 0 kan vi kan hitta ett tal R sadan att h(x,y) < e for alla
(x,y) sadana att 22 + y? > R2. Ett limpligt epsilon dr d& mindre #n funktionsvirdena i
alla stationdra punkter (det finns bara dndligt manga). Om vi nu betraktar den kompakta
méngden K := {(z,y) € Dy : 22 + y? < R?} s vet vi att & ena sidan s& #ir h utanfér
K mindre &n € och & andra sidan vet vi att den kontinuerliga funktionen h antar ett storsta
varde i K, dock inte pa randen av cirkelbagen. Eftersom e &r mindre &n detta storsta varde
(enligt hur vi har valt det) ar diarmed storsta virdet i K dven storsta varde i Dy.

For att bestamma storsta vardet borjar vi med att bestamma stationdra punkterna:

e~ TN [—(1 + 22 + ¢?) — 22]

h, = =0
v (1+m2+y)
! <1+x2+y) ’

Subtraktion av dessa tva ekvationer leder till z = y. Om man stoppar det in i t.ex. den forsta
ekvationen, sa far man (efter lite omskrivning!) 222 4+ 2x + 1, en ekvation som saknar (reella)
16sningar. Alltsa finns inga stationdra punkter i det inre av K.

Randen av K bestar av tre delar: cirkelbagen, en del av z-axeln och en del av y-axeln. Enligt
var argumentation ovan kan storsta virdet inte antas pa cirkelbagen och det aterstar bara
att kolla strackorna (0,¢) och (¢,0), i bada fall for ¢ € [0, R]. Vi betrakta hjilpfunktionen

et

h(t) :== h(0,t) = h(t,0) = Tz date(0.R).
Vi far M(t) = ... = —e_t% > 0 och dérmed inga lokala extrempunkter i det inre av

strackan. Dédrmed antas storsta vérdet i hornpunkten: ~(0,0) = 1.



ii. Vi har fatt att storsta véardet ar 1 och minsta vardet saknas, men vi vet att alla funk-
tionsvarden ar storre an 0 och att det antas varden godtyckligt nara 0. Funktionen h &r kon-
tinuerlig och har darmed egenskapen om mellanliggande varden. Darmed ar vardeméangden
det hela halvoppna intervallet (0, 1].

(b) Minsta virdet saknas pga samma argument som i (a). Men nu saknas dven storsta

vérdet, ty hela z-axeln ligger i defininitionsméngden och vi har h(x,0) = f;—g; véxer over
alla granser da x — —oo.

Svar: (a) i. Minsta vérde saknas, storsta varde 1. ii. intervallet (0, 1]

(b) bada stérsta och minsta viirdet saknas.

. Undersék om funktionen f(z,y) = x + y antar stérsta och/eller minsta virde pa kurvan
22+ 2y +2y% =7 med y > 0 och bestim dessa i sd fall. 5p

(a) Kurvan dr den delen av andragradskurvan z2 + zy + 2y? = 7 som ligger i slutna forsta
och andra kvadranten av planet. For att kolla vilken sorts kurva det handlar om anvander
vi kvadratkomplettering
7
22 fay+29° = (z + %)2 + ZyQ.

Andragradskurvan (a:+%)2+£y2 = 7 ar alltsa begréansad och ddrmed en ellips. Den delen som
vi &r intresserade av ar dven sluten, alltsa kompakt. Eftersom funktionen f &r kontinuerlig
antar den alltsa bade storsta och minsta varde pa kurvan. For att bestdmma dessa boérjar vi
med att kolla nodvéandiga villkor for inre punkter:

1 2z+y | 0

1 z+4y | 7
Detta ger 2 = 3y och genom att stoppa denna relation i bivillkoret far vi (efter lite rikning)
ekvationen y? = % och ddrmed endast y = % (ty den andra lésningen y = f% inte uppfyller

bivillkoret y > 0). Motsvarande z-koordinat ar z = % och funktionsvérdet i denna punkt

blir f (%, %) = ... = 2V/2. Kurvans randpunkter hittar vi genom att sitta y = 0 och far

da tva punkter (:I:\ﬁ ,0) med motsvarande funktionsvirden ++/7. Storsta och minsta varde
finns nu bland féljande véarden: +/7 , 2/2. Darmed &r

Svar: (a) storsta vérdet 24/2 och minsta virdet —/7.

. Bestdm den allmdnna lésningen till differentialekvationen
" " " ’ N 3

till exempel genom variabelbytet u = xy och v =1z + y. op
(a) Vi anvinder de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F(u,v) := F(z,y).
Vi far
u, =y wu, =z ochuv,=uv,=1.
Anvéndning av kedjeregeln for partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger
F, = Fy+F
F, = Fx+F,

For andraderivatorna behovs bade kedjeregeln och produktregeln, exempelvis:

o o .~ ~. OF  ~ OF /- ~ =~
Fry = 5,50 = g, (FuytFy) = 5t ytbut 50 = (B, + Pl ) -y+ P Fl, + UL,
och darmed

Fl, = ...=Fly*+2Fy+F),
Ey, = ...=Fhxy+Fy(c+y) +FL,+F,
Fl' = ...=Fla®+2F o+ Fl.



Inséttning i differentialekvationen leder till den nya ekvationen
F' =1.

Att integrera tva ganger ger f(u, v) = % +u-p(v)+1(v), dir ¢ och ¢ ar tillrdckligt manga

ganger deriverbara funktioner. Diarmed far vi F(x,y) = $22y2 +ay-plr+y)+ Y@ +y).

6. (a) Visa att serien 2p

i (In(k* + 1) — 2Ink)

k=1
ar konvergent.
(b) Undersck om serien 1p
3 (In(k 4+ 1) — Ink)
k=1
ar konvergent.
(¢) Undersok om den generaliserade integralen 2p

/(X> (In(2* +1) — 2Inz)dz
0

ar konvergent. Motivera ordentligt, dvs om du anvdnder en sats sa redogér for vad
satsen sager och hur du kollar férutsdattningarna.

(a) Termerna i serien kan skrivas om till In(k* + 1) — 2Ink = ... = In(1 4+ %) och vi kan
anvanda t.ex. JFK II och jamfor med k% Eftersom

In(k? +1) —2Ink _ In(1+ %)

1 1
P) P)

—1 dak— o

o
o

&r serien konvergent, ty serien > 7~ 7z ér konvergent. OBS In(k* 4+ 1) — 2Ink > 0.
(b) Samma typ av omskrivning och jamforelse med % visar att serien ar divergent.

(c) Integralen &ar generaliserad i * = 0 och eftersom integrationsintervallet ar obegrinsat.
Darfor delar vi upp integralen, t.ex. som

/1 (In(z® +1) - 2lna:)dx+/oc (In(2* +1) — 2Inz)da.
0 1

I den forsta integralen ar bara integrandens andra termen obegriansad, men explicit rakning
(ej gjort hér!) visar att fol In zdx ar konvergent och darmed ar hela forsta integralen konver-
gent.

For den andra integralen kan vi antingen anvinda JFKII for integraler pa liknande sétt som i
(a) eller sa anvander vi Cauchys integralkriteriet, da vi vet att serien i (a) dr konvergent. Da
maste vi alltsa kolla att funktionen f(z) := In(x? +1) — 2In 2 &r icke-negativ och avtagande.

Vi ser direkt f(z) = ... =In(1+ 2) > 0 och eftersom f'(z) = 1+1L (—&)<0forz>1
2

x

ar f avtagande.

o0

Dérmed har den andra integralen samma konvergensbeteende som serien Y f(k), vilket &r
k=1

den konvergenta serien fran (a).

Svar: (a) konvergent (b) divergent (c) konvergent.



Losningar till tentamen

Analys A,
20-10-14.

1.a) Detta dr en sa kallad teleskoperande serie.
Partialsumman sy kan férenklas enligt féljande:

SN = (In(k+1) —Ink) =
k=1
In2+ (In(3) =In2)+... + (In(N +1) —InN)
=In(N+1) 500 nidr N — oo.

Serien #r alltsa divergent. (Det gar dven att visa
detta genom att anvinda jaimforelsekriterium II
och jamfora med serien > 3%, 1.)

b) Integralen &r generaliserad i bade 0 och oc.
Vi delar upp integralen i tva delar,

/ ¥ _dr / Podr / ¥ dr

o Vet+azt Jo Ve+zt i Vrt+at
och undersoker konvergensen hos var och en av
delarna. Eftersom

. z+zt . / z .
xl—1>%1+ . x1—1>%1+ x + x4 N 17
NZ3

sa foljer att

konvergent < / konvergent,

/ b de
0 Va+at
enligt jamforelsekriterium II. Eftersom den
hogra integralen #r konvergent (med vérdet 2)
sa dr dven den vénstra det.

For den andra delen kan vi ocksa anvéinda
jamforelsekriterium II, fast vi nu jdmfor med in-
tegranden z 2 i stillet. Eftersom

1

4
x

lim Y2 = lim [ =1,

T—00 ol T—00 Tr+x
sa foljer att

o0
/ @ konvergent < / — konvergent,
1 Ve+at

enligt jamforelsekriterium II. Eftersom den
hogra integralen dr konvergent (med virdet 1)
sa dr dven den vénstra det. (Det gar dven bra
att anvinda jamforelsekriterium I.)
Sammanfattningsvis konvergerar bada delar-
na och den ursprungliga integralen &r alltsa kon-

vergent.

ln( (1+22+9?))

2.a) Vi undersoker grénsvirdena lings z-axeln
och léngs linjen = = y:

2
limln(1+t +0+0) hml— 1
t—0 In(1+ 2 + 0) t—0

3t2+0() 3
t—>02t2+0( 4) X

In(1+t2+t2+12)
11m
t—0 In(1+ 2 +¢?)

dér vi har MacLaurin-utvecklat In(1 4+ u) = u +
O(u?). D& vi far olika grinsvirden lings de bada
linjerna saknar funktionen grénsvérde i origo.

b) Vi observerar forst olikheterna

Lo, o 2 2 2, .2

§(x +y°) <2 +ay+y° <2027 +y7),
som vidare ger att
%(1+x2+y2> <1tz ray+y® <21+ 447,
och till sist

In(1+2%+zy+y?) <

In(1+22+y2) —

In(1 + 22 + y?)

Med logaritmlagarna kan vi berdkna gréans-
véirdena av ytterleden:

In(3(1

n(5( + 22 +y))_ In 2 I
In(1+ 22 + y?) In(1+ 22 + y?)

In(2(1 + 22 + 2 In2
n(2(1+a°+y°)) n Y

In(1+22+92)  In(1+22+y?)

Enligt instdngningslagen foljer att ocksa det ur-
sprungliga grénsvérdet blir 1.

3. Vi rdknar med kedjeregeln

0f _0fou  0f o0 _ 0
or  Oudxr Ovdx Ou’
of Of Ou Bf(%__g_kaf
dy  Oudy  Ovdy ou Ov’
P& operatorform kan vi skriva
or  Ou oy  Ou  Ov’

Andraderivatorna kan nu skrivas

O*f 0 [of of O’ f
02 Ox <6:1:> ou <8u) 2’

0% f _ 0 ( of of __ﬁ 0% f
0xdy  Ou ou?  Qudv’

Cou | Ov

In(2(14+22+42))
~ In(1+a22+y?)



0? 0 0 0 0
Pf_ (0, 0N( o ory_
Oy? ou Ov ou  Ov
2 2 2
P, Pf O
ou? " Oudv  Ov?

Insdttning i den ursprungliga ekvationen ger
efter forenklingar (och med observationen att

H.L. = (z—y)?=u?):

2 _ o
oz
Vi integrerar tva ganger m a p v:
0%f 5 Of u?v?
oz U EH, = vtop(u)ef = 5 +o(u)v+ep(u),

dér ¢ och v dr tva stycken tva ganger konti-
nuerligt deriverbara funktioner. Atergang till de
ursprungliga variablerna ger slutligen

2,2

fle) = T e — v )

4.a) Vi observerar forst att lim, o f(x,0,0) =
limg 00 2% = 00, vilket visar att sup f = oo och
att maximum inte kan antas. For att visa att
minimum faktiskt antas récker det att visa att
limgoy 20,2, f(2,9,2) = co. Vi gor detta ge-
nom att konstruera en funktion g(r) sadan att
g(r) = oo da r — oo och f(x,y,z) > g(r), dir
r=+/x%+y?+ 22

Observera forst att i varje punkt (x,y,z)
maste gilla att nagon av kvadraterna z?2, 32, 22
ar storre dn %7“2. Det foljer att nagon av termer-
na ac4, y4, 2* maste vara storre &n (%72)2 = %7‘4,
vilket ger olikheten z* +y* + 24 > %7“4. A andra
sidan vet vi att |z| <7, |y| < r,|z| < r, vilket le-
der till att |oy-+yz-+2a] < [ally|+lyllz]+|2]le] <
3r2. Den omvinda triangelolikheten ger nu att

syt 2t 2@y +yz+2z) > —rt =612 — oo,

O =

vilket visar pastaendet.

b) Vi beriiknar de stationédra punkterna:

fr = 423 — 2y — 22 = 0,
fy = 493 — 2 — 22 = 0,
flo= 423 —2y—2z=0.

Eftersom det var givet att * = y = 2z = t sa
reduceras alla tre ekvationerna till 4t3 — 4t = 0
med de tre rotterna t = —1,0, 1, vilket ger de
tre stationéira punkterna (—1,—1,—1), (0,0,0)
och (1,1,1).

For att bestdmma karaktdren av punk-
ten (0,0,0) kan vi berdkna andraderivatorna:
3/5,1(070) 7:/ly<070) = ;’Z(O,O) = 0 och
2y(0,0) = f7.(0,0) = f1.(0,0) = —2. Detta
ger den kvadratiska formen Q(h, k,l) = —4hk —
4kl — 4lh som &r indefinit (t ex géller ju att
Q(1,1,0) = —4 medan Q(-1,1,0) = +4).
(0,0,0) &r alltsa en sadelpunkt.

Vi kan gora pa samma sétt med de tva dvriga
stationdra punkterna, men det &r enklare att
observera att vi fran a) vet att funktionen an-
tar globalt min, och eftersom den &r partiellt
deriverbar maste min-virdet antas i nagon av
de stationéra punkterna. Det kan inte vara i
(0,0,0) som ju ér en sadelpunkt, och eftersom
f(=1,-1,-1) = f(1,1,1) = —3 sa maste bada
de Ovriga vara globala, alltsa speciellt lokala,
minpunkter. (Fér den som valt den andra me-
toden blir den kvadratiska formen i bada min-
punkterna for 6vrigt lika med Q = 12h%+12k% +
122 — 4hk — 4kl — 41h = 12(h— 5 - 1)® &
3 (k- é)z + @ som &r positivt definit.)

5. Bivillkoret ger en kompakt méngd: den &r
sluten och da lim,z, 2 o (z* — 2y + y*) >
limg2 2 o0 (2t — %$2 — %gf +y*) = 00, s& maste
varje nivakurva vara begrinsad, speciellt géller
detta for kurvan z* — zy + y* = 1. Enligt sat-
sen om extremvirden maste storsta och minsta
vérde antas.

For att hitta extrempunkterna berdknar vi
Vf = (1,1) och Vg = (42 — y,4y® — z) dér
g(z,y) = 2* — 2y +y* — 1. Vi far

1 1

0= 42 —y 4y —

= (4y° —2) — (42° ~y)
= 4y’ —a®)+(y—x) = (y—a) (4" +aey+y?)+1).
Eftersom 224+ zy+y? = (22 4+y*+(z+y)?) > 0
sa kan den andra faktorn aldrig vara 0. Det foljer
att de enda mdjliga extrempunkterna maste
uppfylla x = y. Insédttning i bivillkoret ger ekva-
tionen 2z* — 22 = 1. Med t = 22 far vi 26> —t =
l1& t=1Vt= —3 Eftersomt = z? > 0
Aterstar bara mojligheten t = 22 = 1 & ¢ = £1,
vilket ger punkterna (1,1) och (—1,—1). Vi ser
nu att f(1,1) = 141 = 2 maste vara det storsta
vardet och att f(—1,—1) = —1 — 1 = —2 maste
vara det minsta véardet.

6 & 7. For teorifragorna hénvisas till kurslitte-
raturen.

/Martin Tamm/201014/



Losningar till tentamen

Analys A,
20-11-18.

1.a) I detta fall géller att

lim (—1)*vk

k—o0
inte existerar, vilket betyder att serien inte kan
vara konvergent.

1
b) Hér ser vi i stéllet att foljden — &r monotont
vk

avtagande, och att

Eftersom serien #r alternerande, foljer det av
Leibniz kriterium att den &r konvergent.

2.a) Vi undersoker grénsvirdena lings z-axeln
och langs linjen z = y:

et +0+0 _
lim ———— =lim1l =1
2 2 2
) et +te+te 1
lim

im 3t2+0(tY) 3
=0 ettt —1 15022+ O(th) 2

dér vi har MacLaurin-utvecklat e* — 1 = u +
O(u?). Da vi far olika grinsviirden lings de bada
linjerna saknar funktionen grénsvirde i origo.

b) Det &r littare att se vad som hinder om vi
forlanger med e~y

ex2+my+y2 -1 ery _ e—mg—yQ

e ty? — 1 1—e ey~

Eftersom e=*" %" — 0 s& gar ndmnaren mot 1.
Men faktorn e*¥ gar mot 1 lings koordinatax-
larna och mot 400 léngs linjen © = ¢,y = t. Det
foljer att téljaren, och dérfér hela funktionen,
saknar grénsvérde precis som i a).

3. Vi rdknar med kedjeregeln

of _ofou ofov_of of
or Oudr Ovdr Ou Ov’
of _0fou  Ofdv _0f Of
Oy Oudy Ovdy Ou v

Ytterligare en derivation ger

‘92f_5‘9f>_‘9 ‘9>af ofy _
ox?  Ox (83: _<8u+8v <8u+8v)_

e

Ou? + Oudv + o2’

Pa samma sétt beraknas

f 9 (of\ (9 9N [Oof of\
8y2_8y<8y>_<0u 81}><3u 8v>_

Pf P P

9~ “oudw T ou?
Inséttning i H.L. och V.L. ger nu:

of of af

AT '

8m+8y ou
och

Pf_f P

0x2 Oy Oudv’
dvs vi erhaller ekvationen

*f _,0f

48u8v T ou”

Vi delar med 2 och sétter g = g—i. Da uppfyller
g ekvationen

27 — g
Ov ov 29

Efter multiplikation med den integrerande fak-
torn I = e¥/2? kan ekvationen skrivas

0

e v/25)= —v/2  _ — v/2
81}(6 g) 0 e "9 =d(u) = g=d(u)e”?,
for nagon godtycklig funktion ¢(u) av u. Om vi

gar tillbaka till f far vi alltsa

of _

ou
dér ®(u) dr en primitiv till ¢(u) och ¥(v) &r
en godtycklig funktion av v. Atergang till de ur-
sprungliga variablerna x,y ger till sist

$(u)e’? & f = d(u)e? + ¥ (v),

f($7y) - (I’(ilf + y)e(z—y)/Q + \I/(.’IJ - y)7

dér ® och ¥ &r tva godtyckliga tva ganger kon-
tinuerligt deriverbara funktioner.

4.a) Om vi betraktar linjen x = y = z = ¢ ser vi
att
g(t) = F(t,,1) = 982 — 683

gar mot Foo da t — +oo. Det foljer att f(x,y, 2)
inte kan anta nagot storsta eller minsta vérde.

b) Vi beriiknar de stationédra punkterna:
fr = 2@@+y+z)—6yz=0,

fo = 2@ +y+z)—62xz=0, (1)
L = 2x+y+z) —6xy=0.



Eftersom de forsta termerna i dessa ekvationer
ar lika sa blir d&ven de sista lika, dvs

6yz = 6xz =6y < yz=xz=xy. (2)

Vi visar nu att dessa villkor medfér att x =y =
z. Om vi t ex tar den forsta likheten, yz = zz,
sa kan denna skrivas som (y—x)z = 0. Vi ser att
antingen géller att © = y eller sa maste z = 0.
Men om z = 0 sa ser vi fran (2) att da blir &ven
zy =0,dvsx =0eller y = 0. Om nu bade y = 0
och z = 0 sa foljer av den forsta ekvationen i (1)
att &ven x = 0. P4 samma sétt leder antagandet
att y #£ zelleratt ¢ # ztillz =y = 2z = 0.
Slutsatsen blir alltsa att den enda mdjligheten
ar att x =y = z.

Om vi sétter in x = y = z = t i vilken som
helst av de tre derivatorna sa reduceras denna
till 2(t+t+t) —6t2 =0 < t — 2 = 0 med de
tva rotterna t = 0, 1, vilket ger de tva stationéra
punkterna (0,0,0) och (1,1,1).

For att bestdmma karaktdren av punk-
ten (1,1,1) kan vi berékna andraderivatorna:

7 (L1L,1) = f7(1,1,1) = f7(1,1,1) = 2 och

- Jzz

v =2-62= fr(1,1,1) = —4, fI, = 2—6x =
ve(1,1,1) = =4, fi, =2 -6y = f,.(1,1,1) =

—4. Detta ger den kvadratiska formen
Q(h, k,1) = 2h* 4+ 2k* 4 21? — 8hk — 8kl — 8lh =

(h — 2k — 21)% — 3(k + 21)% + 912,

som &r indefinit. (1,1, 1) dr alltsa en sadelpunkt.

Om vi nu betraktar punkten (0,0,0) sa &r
det latt att se att den associerade kvadratis-
ka formen dr @ = (h + k + [)? som &r semi-
definit. Vi kan alltsa inte direkt dra nagon slut-
sats. Men det ligger néra tillhands att studera
planet « + y + z = 0. En linje i detta plan som
gar genom (0,0,0) ges av & = t,y = t,z = —2t.
Insatt i f(z,y,2) far vi funktionen

h(t) = f(t,t,—2t) = 123,

Eftersom denna funktion antar bade strikt posi-
tiva och strikt negativa varden godtyckligt néra
origo sa maste dven denna punkt vara en sadel-
punkt.

Anmiérkning: I efterhand kan vi konstatera att
vi har ytterligare ett bevis for att funktionen
inte kan anta max eller min: Det finns helt enkelt
inga stationéra punkter dér max eller min skulle
kunna antas!

5. Det &r klart att det méaste finnas nagon punkt
som minimerar avstandet till origo: vi observerar
att det riacker att minimera avstandsfunktionen
over skdrningen av kurvan med en (kompakt)
cirkelskiva som #r tillrackligt stor for att in-
nehalla nagon punkt pa kurvan for att erhalla
minimum. Existensen av minimum foljer dérfor
av satsen om extremvérden.

For att visa att maximum inte antas racker
det att observera att det for varje z finns ett y
sadant att punkten P = (x,y) ligger pa kurvan.
Detta foljer av att den reella tredjegradsekva-
tionen xy> + 23y = 2 for y alltid har en 16sning
(utom da x = 0). Eftersom avstandet fran P till
origo alltid &r storre |x|, som kan viljas godtyck-
ligt stort, foljer att det inte finns nagot maximalt
anstand till origo.

For att hitta extrempunkterna betraktar vi
f(z,y) = 22 +y? (avstandsfunktionen i kvadrat)
och beriknar Vf = (2z,2y) och Vg = (y3 +
322y, 3xy? + 23) diir g(x,y) = 2y + 23y — 2. Vi
far
o 2z 2y
Ty +32%y 3ay? 4 2B

0

2x(3xy? + %) — 2y(y® + 32%y) = 22% — 2.

Vi far 2* = y* som ger att z = y eller z = —y.
Fallet & = y: Insatt i bivillkoret far vi y* +y* =
2 & y = =1, vilket ger punkterna (1,1) och
(—=1,-1).

Fallet x = —y: Insatt i bivillkoret far vi ekvatio-
nen —y* — y* = 2, som saknar 16sning.

Vi ser nu att f(1,1) = f(=1,—-1) = 12+ 1% =
2 ar det enda mojliga extremvirdet som alltsa
maste vara det globala min-virdet. Det kortaste
avstandet blir dirfor roten ur detta, dvs /2.

/Martin Tamm/201118/



Losningar till tentamen

Analys A,
22-03-03.

1. Bada serierna ar positiva.
a) Vi skriver om och anvinder Taylor-utveck-
lingen In(1 +t) = t + O(t?):

In(Vk+1)—InVk = 1n(1+\7 f+0<)

Jamforelsekriterium 2 ger nu att serien dr kon-
oo

vergent om och endast om serien E —— konver-

f

gerar. Eftersom den sista serien dlvergerar gor
dven den ursprungliga det.

b) Samma utveckling som i a) ger

1 1 1
In(k%+1) —Ink? = In(1 + k2) =10 <k4>
Samma jamforelsekriterium 2 ger att serien &r

konvergent om och endast om serien Z 2 kon-

k=1
vergerar. Eftersom den sista serien faktiskt kon-

vergerar gor dven den ursprungliga det.
2.a) I det hir fallet géller att

lim (2% +3?) =0, lim

cosxy = 1.
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

Gréansvirdet dr inte kritiskt, och vi far direkt
med kvotregeln:

lim z? — cos(wy) +y*
(z.9)—(0,0) 22 4 cos(zy) + y?

lim (2% + y?) — cos(xy) _0-1

(@)= (0,0) (22 +y2) +cos(zy) 041

=—1.

b) I det hér fallet observerar vi att

22 — cos(xy) + y?

224y oo 2 4 cos(zy) + Y2

cos(zy)
lim _ T4y =
A T cos(ay)

x2 + 92

Har har vi anvant att  lim C(;s(ixy)
z2+y2—o00 T= + y

os(zy)
x2 + 92

=0, vil-

ket foljer av att — 0.

— x2+y2

3. a) Eftersom ekvationen &r linjér sa ligger det
ndra till hands att vélja ett linjart koordinat-
byte. Det finns flera sddana som fungerar, men
hér nojer vi oss med ett exempel: ©u =z —y,v =
z +y. Om man inte vet vilket variabelbyte som
man ska vilja, sa gar det bra att vilja ett vari-
abelbyte av t ex typen u = x + ay,v = y, dar
man sedan kan bestimma ett virde pa a sa att
endast en derivata blir kvar i ekvationen.
Vi rédknar med kedjeregeln

of _of  of
dor Ou Ov’
or __or o1
oy  Ou Ov’

Insdttning i ekvationen ger

af of af of
<au+82})+<—a+a>+f—l’+y,

vilket ocksa kan skrivas som

f ) 1
tr=ve i li=te

Efter multiplikation med den integrerande fak-
torn €¥/? kan ekvationen skrivas som

i}(wzf) }Uev/z’

eller ekvivalent
e”/2f = / %Ue”/z dv+o¢(u) = (072)6”/2+¢(u).

Om vi delar med e¥/2 och byter tillbaka till z, y-
variablerna far vi

fl@,y) = (@ +y—2) + d(x — y)e @2,

b) Villkoret att funktionen ska vara noll pa lin-
jen ¢ +y = 0 ger, om vi sétter z = t,y = —t i
formeln for l6sningen i a):

0= (t—t—2)+d(t—(—t))e ) o ¢(2t)—2 = 0.

Vi far alltsa att ¢(2t) = 2 for alla virden pa t.
Detta ger den entydigt bestdmda l6sningen

f(mv y) = (33 +vy— 2) —+ 26*(I+y)/2.

4. Vi visar att funktionen &r obegriansad uppat
och nerat genom att undersoka grinsvirdena

. o _ 2 2y _
Jim f(t, ~£,0) = lim (In(21%) + %) = +oo,



. IERT 2y _ 42y _ _
tlgIolo f(t,t,0) = tlgIolo(ln(2t ) —1t%) 00

Det foljer att varken max eller min antas, och
att supremum och infimum &r 400 och —oo.

Vi berdknar de stationéra punkterna:

fo = 3%—9—220,
fy = 3@%—90—2:0’
f: = 3erprm —2-y=0

Om vi drar den andra ekvation fran den forsta,
sa far vi att

2x — 2y

x2+y2+22_y+x20’

vilket ocksa kan skrivas som att

6
) [ — 41) =0
(z=y) <x2+y2—|—z2 + )

Eftersom den andra faktorn uppenbarligen &r
strikt positiv sa foljer det att * —y = 0, dvs
x = y. Pa samma sétt visas att y = z och = = z,
sa vi kan dra slutsatsen att x = y = z. Insatt i
valfri av ekvationerna far vi att

2z

53 w=0eat=1,

3

med rotterna x 4+ 1. Detta ger de tva stationéra
punkterna (1,1,1) och (—=1,—1,—1).
For andraderivatorna fas

v 6(y2+22—a?)

BT T (249 2422)2)

0 6(x2+22—y2)

W (@24y2+22))

v 6(x2+y?—2?)

22T (224y2422)27
/7 — _ 12:Ey _ 1
Ty (z2+y2+z2)2 ’
/N v/} S |
yz (z2+y2+z2)2 )
nooo_— 2@ 4
Tz (x2+y2+22)2 )

vilket i punkten (1,1,1) ger

g/c/x<17171) = %a gy(l,l,l) = _5
" _ 1 _

yly(l,l,l) = g, Z///Z(l,l,l) = —;
zz(lvl’l = 3 xz(17171) = 73

Detta ger i punkten (1,1,1) formen Q(h, k,[)

2 2 2 14 14 14
=2+ S+ 212 - Zhk— —kl— —hl =
3Ty 3 3 3

2

3(h2+k2+l2 — Thk — Tkl — Thl) =

2 7.7\ 15, 15,
“h—=-k—=1) — =k2— =12 —21kl =
3<h ok 21) ok = L kl
2 707N\ 15/, , 14
3<h—2k—2l> —2<k +1 +5k:l)_

2 7 7\* 15 7\? 36

~lh—=k—=l) —— —1 =2

3( 2" 2) 2<k+5>+5l
Eftersom vi far termer med olika tecken &r
(1,1,1) en sadelpunkt.

Inséttning av punkten (—1,—1,—1) i andrade-
rivatorna ger exakt samma kvadratisk form, sa
dven detta ar en sadelpunkt.

5. Vi beriknar Vf = (3z%y3,323y?) och Vg =
(322 +6y, 3y*+6x), dir g(z,y) = z*+y> 46y —
8. Vi far

B 3x2y3 3x3y2
| 322+ 6y 3y®+ 62

0

9225 +1823y3 —92°y* —1823y® = 92242 (1 —2?).

Tre fall: x = 0, y = 0och x = y. x = 0 ger
insatt i bivillkoret y = 2. P s s ger y = 0 att
xr = 2. x = y ger insatt i bivillkoret ekvationen
223 + 622 = 8 & 23 + 322 — 4 = 0. Vi gissar

omedelbart roten x = 1. polynomdivision ger
234322 4= (v—1)(2? +4o+4) = (- 1)(z +
2)? med rétterna x = 1 och x = —2, vilket ger

punkterna (1,1) och (-2, —-2).
Svar: (0,2), (2,0), (1,1) och (—2,—2).

For fragorna 6 och 7 hinvisas till kurslitteratu-
ren

/Martin Tamm/220303/



Losningar till tentamen

Analys A,
22-04-11.

1.a) Vi noterar att

< 1
1422

sin x
1+ 22

R | T
T dr ==
/0 112"

foljer det av jamforelsekriterium 1 att integralen
ar absolutkonvergent.

Eftersom

b) For att visa att integralen &r konvergent
anvénder vi partialintegrering:

00 o3 N
/ sin x do — lim sinx do —
0 1+$ N—oo 0 1+$

) cosz 1V N cosx
lim [ — 7} — ———dz |.
NS00 1+zlo o (I1+x2)?
Den forsta termen gar mot 1 och den foljande

integralen &r absolutkonvergent av liknande skél
som integralen i a), eftersom

COS T

0<
(14 x)?

~ (1+2)%

och

o0 1
— —dx =1.
/o (Tta2™

Detta visar att integralen konvergerar, men for
att kunna konstatera att integralen inte &r abso-
lutkonvergent maste vi d&ven visa att motsvaran-
de integral med belopp divergerar. Vi observerar

darfor att
® sinx
T > / dx =
o l+=z

J
% 1(1—cos2
/ 5( cosaz)d_
0

sin x
1+

1+ v

. 1 N 1 [Ncos2z
o ([ -4 [ 522 ).

Har dr nu den forsta termen divergent medan
den andra dr konvergent av liknande skél som
tidigare. Det foljer att den ursprungliga integra-
len inte ar absolutkonvergent utan alltsa i stéllet
betingat konvergent.

2.a) Vi undersoker grénsvirdena lings z-axeln
och léngs linjen = = y:

2
U EA i P L

t2 —sin(t?) +t2 1
th(l)f( ) 150 1?2 +sin(t?) +¢2 3

Da vi far olika grénsvérden langs de bada linjer-
na saknar funktionen gréansvérde i origo.

b) I det hir fallet observerar vi att

x? —sin(2%y?) +y

lim
(z,y)—(0,0) 2 + sin(x2y2) + y2

2

sin(22y?)
22 2 1-0
lim Gt o S =1.
(z,5)—(0,0) sin(z*y?) 140
T2 + 92
)
Héir har vi anvant att lim M =0
(2,y)—(0,0) 22 + y?
sin(x2y?) 2 .
eftersom — 5| ST 0Odar —0.
r°+y

2.a) Vi ridknar med kedjeregeln

of _0f0u  0fov _Of Of
Or Oudxr Ovdxr Ou Ov’
of _0fou  0fov 0f Of
dy Oudy Ovdy Ou Ov’

Ytterligare en derivation ger

P50 (oF\_ (0 0)(05 o1\ _
0x2  Ox \Odx) \Odu Ov ou  Ov)
0% f 0% f 0% f
72 2w T aur

Pa samma sétt beraknas

O°f 0 (Of\ (0 0\ [(0f Of\
W_8y<6y>_<0u0v><8uav>_

N i

Ou? dudv * o2
Inséttning i H.L. och V.L. ger nu:

of L of _,0f
or  dy ou

och
R )

or2 8y oudv’



dvs vi erhaller ekvationen

5 _,of
oudv  ~ou’

b) Vi delar med 2 och siitter g = %. Da upp-
fyller g ekvationen
dg dg 1
2—=—=g& = —-g=0.
ov g ov 2
Efter multiplikation med den integrerande fak-
torn I = e~%/2 kan ekvationen skrivas

a —v —v v
S(e72g)= 06 72 = 9(u) & g=(u)e"’?,

for nagon godtycklig funktion ¢(u) av u. Om vi
gar tillbaka till f far vi alltsa

of _

ou
dér ®(u) dr en primitiv till ¢(u) och ¥(v) ar
en godtycklig funktion av v. Atergang till de ur-
sprungliga variablerna x, y ger till sist

p(u)e’? & f=d(u)e’? + U(v),

fz,y) = @z + )™ /2 4 U(zx —y),

déar ® och V¥ ar tva godtyckliga tva ganger kon-
tinuerligt deriverbara funktioner.

4. Vi visar att funktionen &r obegrinsad nerat
genom att undersoka t ex gransvérdet

. BERT 2\t
tllglo f(t,0,0) - tli{?o(l t )6 o0,

For maximum konstaterar vi att funktionen
ar negativ utanfor det kompakta klotet B =
{(z,y, 2) : 2® + y* + 2* < 1}, och att maximum
av f over R? maste antas, da det tydligen maste
vara lika med maximum Over B, som antas ef-
tersom B ar kompakt.

Vi berdknar de stationdra punkterna:

o= (1—2%—y?— 22— 2x)e"tvts =0,
fg// — (1 _ ZL‘Q _ y2 _ 22 _ 2y)ex+y+z — O,
o= (1—a%—y?— 22— 22)e*tVT2 = 0.

Ur dessa ekvationer foljer att © = y = z (alla tre
dr lika med 1 (1—2?—y?—2?)). Inséittning av det-
ta i valfri av ekvationerna ger att 1 — 322 — 22 =

0, med de tva losningarna x = —%:l:%, ger de tva
punkterna (—1,—1,—1) och (1,1, 1). Den forsta

punkten ligger utanfor B, sa den kan omdgjligt
vara en maxpunkt. Det aterstar dirfor endast
en punkt som darfor maste vara den sokta max-

punkten med maxvirdet f (%, %, %) = %6

For den andra stationéidra

(—=1,-1,-1) far vi

punkten

[ L=1=1)=f] (-L-1—-D=f; (-1—1—1)=0,

" 1 1 2
my(_L_L_l): yz(_]-a_]-a_l): :Bz(_]ﬂ_la_l):efg

vilket ger den kvadratiska formen Q(h,k,l) =
4e=3(hk+kl+hl) som #r indefinit, t ex eftersom
Q(1,1,0) > 0 och Q(1,—1,0) < 0. Punkten &r
alltsa en sadelpunkt.

5. Eftersom alla termerna i vinsterledet av 23 +
y3 + 23 = 3 #r positiva kan ingen av dom vara
storre dn 3. Det foljer att mingden D &r in-
nehéallen i méngden

{(z,9,2):0<2<V3,0<y < V3,0<2< V3)

som &ar begriansad. Eftersom D dessutom &r slu-
ten foljer att den ocksa dr kompakt, vilket garan-
terar att bade max och min maste antas. Dessa
maste antas antingen i stationdra punkter eller
pa randen som i detta fall bestar av punkter dér
x, y, eller z dr noll. Eftersom f(x,y,z) > 0 och
likhet dessutom géller pa randen maste globalt
min vara noll och maximum maste darfér antas
i en stationdr punkt.

For att hitta extrempunkterna
Lagrange-funktionen

infor vi

F(m,y,z,A) = l‘yz+A($3 +y3 +23 _3)7

Fl = yz+ 322 =0,
= F, = 2z+ A3y? =0,
F! = xy+ 322 =0.

Vi kan anta att A # 0, eftersom annars nagot av
talen z, y, eller z maste vara noll och darmed
maste punkten ligga pa randen. I detta fall ser
vi, genom att multiplicera ekvationerna med x, y
och z respektive, att

rYyz
2= yP = 2P <:L>

3\

Det foljer att 2% + 22 + 23 -3 =0, dvs = = 1,
och ddarmed blir &ven y = z = 1. Detta ger den
unika kritiska punkten (1,1, 1), som alltsa maste
vara maxpunkten, och motsvarande maxvéarde

f(1,1,1) = 1.

For fragorna 6 och 7 hinvisas till kurslitteratu-
ren

/Martin Tamm/220411/

)



MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik IT Analys del A
Avd. Matematik 13 oktober 2022
Examinator: A. Sola

Inga hjilpmedel tillatna. Varje uppgift dr vird 3 poing och minst 7,5 poing pa problemdelen
kravs for att ga vidare till den muntliga delen.

Problemdel

1. Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier konvergerar absolut?

o (D" = In(k) 0 /1
(a) kZ 2 (b) Z In(e + £2) (¢) Z(_l)k sin (k) _

=1 k=1

Loésningsforslag

(a) Vi observerar att
1

TR

(=D*
k2

och drar oss till minnes att serien y -, k=2 4r en kiind konvergent serie. Saledes #ir den givna serien
med tecken absolutkonvergent, och ddrmed dven konvergent.

(b) vi kan skriva In(e + k%) = In(k?(1 + ¢/k?)) = 2Ink + In(1 + ¢/k?). Vi far da
In(k) . Ink 1

koo In(e + k2) e 2Ink + In(1 4+ k%) T2

Eftersom den givna seriens termer inte gar mot noll nér k — oo f6ljer det att serien dr varken absolut-
konvergent eller konvergent.

(¢) Vi har limy_, o sin(1/k) = 0. Vidare &r sin x positiv och vixande pa intervallet [0, 1] vilket betyder
att sin(1/k) &r positiv och avtagande pa [1,00). Darmed ger Leibnitz kriterium att serien konvergerar.
Déremot konvergerar serien inte absolut. Ty |(—1)sin(1/k)| = sin(1/k) och ksin(1/k) — 1 nér k — oo,
vilket betyder att )", sin(1/k) kan jamforas med den divergenta harmoniska serien.

2. (a) Visa att
flay) = (@ + ) (=" +3%),  (2,9) # (0,0),
kan utvidgas till en kontinuerlig funktion pa hela R2.
(b) Far denna utvidgning kontinuerliga partiella derivator i hela R??
Losningsforslag
(a) Lat oss forst visa att den givna funktionen har grénsvérde i origo. Detta gors med férdel medelst
inférande av podra koordinater. Sitt x = rcos6 och y = rsinf. Da fas
f(rcosf,rsinf) = r*In[rt(sin* 6 + cos? §)] = 4r* Inr 4 7* In(sin* 6 + cos* 9).

Observera vidare att sin(6) + cos?(9) = 2 + 1 cos# > 1. Dérmed erhaller vi

lim (47* In7 + 7% In(sin® 6 + cos* #)) = lim 47* Inr + lim r* In(sin® § + cos* §) = 0
r—0 r—0 r—0

oberoende av 6. I det forsta grinsviardet har vi aberopat ett standardgrénsvérde och i det andra har
vi utnyttjat att den andra faktorn &r begriansad.



Eftersom f har gransvérde 0 i origo kan vi utvidga f till en kontinuerlig funktion genom att sétta

@+t + ) (2,y) # (0,0)
Flz,y) = { 0 () = (0,0)

for da giller F(x,y) = f(x,y) utanfér origo, medan lim, ,)_(0,0) F'(z,y) = F(0,0).

(b) D& funktionen f och dérmed F' dr symmetriska i « och y ricker det att undersoka %—i. Utanfor
(0,0) har vi ‘?95 = g—_f; och medelst derivering med hjélp av produktregeln och kedjeregeln fas

of 2., ,2 4, o4y, 4@ +yP)?

%(x,y) =dz(z” +y")In(z" +y7) + R Y

Denna funktion inses vara kontinuerlig nér (z,y) # (0,0). En ny rakning i polira koordinater visar att
lim 4.4y (0,0) g—i(x,y) = 0. I origo har vi

o 4 4
OF o 00 —0 e RTINAT s — 0
oz h—0 h h—0 h—0

vilket visar att g—i ar kontinuerlig &ven i denna punkt, saledes i hela R2.

. Bestam samtliga stationdra punkter till funktionen
fz,y) =17+ " (ay — 2)

samt avgor deras karaktar.
Losningsforslag

Vi noterar att f har partiella derivator av alla ordningar. Partiell derivering ger

of of

e (x+1)(y — 1)e""¥  och % = gye® TV,
Déaexponentialfunktionen &r nollskild for alla reella argument far vi att g—i =0omz=—lellery=1

medan % =0om z =0 eller y = 0. Vi far séledes de stationéra punkterna (—1,0) samt (0, 1).

Vi berdknar de partiella derivatorna av ordning tva och far
0’ f

0x?

2
0x0y

= (z + 1)ye* ochﬁ =a(y+1)e" Y

= (z+2)(y—1)e"", B2

Observera att %(0, 1) = 5-5(0,1) = 0 vilket genast ger att (0,1) &r en sadelpunkt. I (—1,0) fas den
associerade kvadratiska formen —h? — k2, som &r negativt definit, vilket i sin tur medfér att f har ett

lokalt maximum i (—1,0).

’f
oy?

. (a) Forklara varfor funktionen f(x,y) = 2zy — 2y — 2 antar ett storsta och ett minsta virde under
bivillkoret 22 + 2y? = 2z.

(b) Bestdm dessa virden samt ange i vilka punkter de antas.

Lo6sningsforslag

(a) Funktionen f #r ett polynom i tva variabler och saledes kontinuerlig pa R?. Sitt g(x,y) = 22 —

2z + 22 och skriv nu
22— 22+ 2% = (z — 1) — 1 + 2y

s& att bivillkoret g(z,y) = 0 kan uttryckas som (z — 1)? + 2y? = 1. Det senare beskriver en ellips, en
sluten och begréansad och saledes kompakt méngd. Enligt en kind sats antar ddrmed f ett stérsta och
ett minsta virde under det givna bivillkoret.



(b) Lat oss berdkna gradienterna for funktionerna f och g. Detta ger
gradf = (2y,2x — 2) gradg = (2z — 2,4y).

Vi har att gradg # 0 pa g(z,y) = 0. Ty den andra komponenten férsvinner endast om om y = 0, vilket
i sin tur framtvingar x = 0 eller x = 2, men d& &ar forsta komponenten i gradg lika med —2 respektive
2.

Vi far saledes stationdra punkter till problemet dar gradf och gradg &ar parallella. For att bestdmma
dessa punkter kan vi undersoka nér
2y 20 —2

20 —2 4y =0

det vill siiga 8y? — (22 — 2)? = 0 eller efter forenkling 2y? — (z — 1) = 0. Vi siitter in 2y = 22 — 2z + 1
i bivillkoret, vilket ger

272 — 4z +1=0.
Medelst kvadratkomplettering erhaller vi de tva losningarna r; = 1+ % ochxo=1-— % Genom att

utnyttja sambandet y? = (z — 1)2/2 far vi nu fyra stationira punkter, nimligen

(e B ) e (i L) e (L) e e (i )
yat \/§a2 y, P2 \/53 2 y, P3 \/532 2 ﬂ’ 2 .

Det aterstar endast att evaluera f i dessa punkter. Vi far
f(ﬁ1):f(p71):ﬁ—2

vilket ger funktionens storsta vérde under bivillkoret. Vidare har vi
1
D = D = —— — 2
f(p2) = f(P3) NG

vilket ger funktionens minsta virde under bivillkoret.

5. Betrakta funktionen

_wyz
f(z,y,2) = T tyte

pa méingden D = {(z,y,2) € R3: 2 > 0,y > 0,2 > 0}.

Vad ar supremum for f pad D? Vad ar infimum fér f pa D?

Losningsforslag

Maéngden D ar oppen men inte begransad. P4 D ar samtliga variabler positiva, vilket betyder att bade
téljare och ndmnare i f &r positiva. Saledes &r f en positiv funktion pa D, vilket medfor att infp f > 0
men mojligtvis skulle det kunna vara sa att infp f > 0.

Lat oss visa att infp f = 0. Lat oss forst notera att {(z,z,x): > 0} C D. Satt

3 x?

= T, X)) = ——————— = —, > 0.
9@) = Sl = —— =
Eftersom lim,_,q g(x) = 0 foljer det att f antar godtyckligt smé virden i D. Alltsd &r infp f = 0.
Vi har &dven lim,_,~ g(x) = 0o, vilket i sin tur betyder att f &ven antar godtyckligt stora virden i D.
Dérmed fas supp f = oo.

Teoridel

6. Visa att sinz < z < tanz om 0 < z < 7/2 samt att lim,_,o sine _

xT

7. Definiera riktningsderivata och gradient. Formulera och bevisa sats om samband mellan riktningsderi-
vata och gradient. Visa ocksé att en funktion av flera variabler vixer snabbast i gradientens riktning.
(Endast funktioner av tva variabler behviéver behandlas.)

Skrivningen berdknas vara rattad onsdag 19 oktober 2022. Se kurshemsidan for information om aterlamning.



MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik IT Analys del A
Avd. Matematik 24 november 2022
Examinator: A. Sola

Inga hjalpmedel tillatna. Varje uppgift dr vird 3 poédng och minst 7,5 poing pa problemdelen
kravs for att ga vidare till den muntliga delen.

Problemdel

1. Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier konvergerar absolut?

o (D | 3 !
(@) > s (b)kz::lm (c) Z(l)kcos<k>.

k=1 k=1

Lésningsforslag:

Serien i (a) konvergerar absolut eftersom serien Y .- L &r en kint konvergent serie (p-serie med
k=1%

p = 3). Dérmed &r serien ocksa konvergent d& absolutkonvergens medfoér konvergens.

Observera att alla termer i serien i (b) &r positiva. Darmed &r konvergens i (b) liktydigt med absolut-
konvergens for denna serie. Serien konvergerar dock inte, eftersom 1/1In(2e + k) > 1/k vilket later oss
jarfora med Y7~ 1/k, den divergenta harmoniska serien.

Serien i (¢) ar divergent eftersom termerna i serien inte gar mot noll. Vi har ndmligen limy_, o, cos(1/k) =
1. Darmed &r serien i (c¢) speciellt inte absolutkonvergent.
2. (a) Avgor om
ot +yt
(22 + y2)2’
kan utvidgas till en kontinuerlig funktion pa cirkelskivan {(x,y) € R?: 2% + y? < 4}.

[l y) = (z,y) # (0,0),

(b) Existerar limg2 2o f(2,y)?
Lésningsforslag:
(a) Vi noterar forst att funktionen dr kontinuerlig i alla punkter i R? utom mojligtvis déir nimnaren

ar noll, vilket intraffar i origo. For att en kontinuerlig utvidgning skall vara md6jlig maste gransvirdet
for f existera dndligt i origo.

For att undersoka om sa &r fallet infor vi poldra koordinater x = r cos @, y = rsin 6. Detta ger

4 ool 4 g
f(rcosf,rsinf) = o (02—;2T S cos*(0) + sin*(0).
T

Det senare uttrycket ar ej oberoende hur man namar sig origo. Exempelvis har vi
1
f(r,r)= 3 medan  f(r,0) = 1.

Vi drar slutsatsen att funktionen f &ar begrénsad i punkterade planet, men saknar gransvérde i origo.
Saledes dr en kontinuerlig utvidgning ej majlig.

(b) Resonemanget i (a) medfor att gransvirde i odndligheten ocksd saknas eftersom flim, oo (r,7) =
1/2 medan lim,_, », f(r,0) = 1.



3. Bestdm samtliga stationéra punkter till funktionen

1
flz,y) =z +1n (2962 + xy? —x)

samt avgor deras karaktar.
Lésningsforslag:

Vi berdknar forst de partiella derivatorna till f. Vi har

of r+y? -1
ox + x? + 2xy? — 22
och 5
of 4 v

oy x+22-2
Vilkoret % = 0 medfor att y = 0. Inséttning av detta i %_{: = 0 ger att = £+v/2, men f #r inte
definierad i z = /2.

Vi undersoker den aterstdende punktens karaktdr medelst den associerade kvadratiska formen. Vi

far efter partiell derivering att %afy(a:,O) = 0, s& det ricker att undersoka andraderivatorna med
avseende pa bara x och y. Gors detta pa sedvanligt sédtt fas den negativt definita kvadratiska formen
(=2 +V2)h? + (=4 + 2v/2)k? och dirmed att (—+/2,0) &r ett lokalt maximum:

4. (a) Forklara varfor funktionen f(z,y) = x — y antar ett storsta och ett minsta virde under bivillkoret
2 + 3% = 1.
(b) Bestdm dessa virden samt ange i vilka punkter de antas.
(c) Antas storsta och minsta viirde om det ursprungliga bivillkoret ersitts med bivillkoret 22 + 3y = 1?
Lésningsforslag:
(a) Vi noterar att bivillkoret beskriver en ellips i planet. En ellips dr en kompakt méngd och da

funktionen f ges av ett polynom &dr f speciellt kontinuerlig. Saledes ges existensen av ett storsta och
ett minsta virde av den kinda extremvirdessatsen for kontinuerliga funktioner.

(b) Stationdra punkter till optimeringsproblemet med bivillkor kan bestdmmas genom att undersoka
nér gradf och gradg ar parallella. Vi erhaller villkoret

1 -1
’ 2x 6y ‘ =0
vilket ger att x = —3y. Inséttning i bivillkoret ger sedan 9y? + 3y? = 1, det vill siga 12y = 1. Alltsa
fas de tva stationiira punkterna p; = (v/3/2, —1/2v/3) samt py = (—v/3/2,1/2/3). Evaluering av f i
dessa punkter ger att f(py) = —2/+/3 #r minsta viirde for f under bivillkoret, medan f(p;) = 2/v/3 ér
storsta vardet.

(¢) Vi kan 16sa ut y ur bivillkoret och fa y = (1 — 2?). Séitts detta in i f fas funktionen

o) = Fay(e)) =2+ 507 —
Denna funktion g dr obegridnsad pa reella linjen, vilket medfér att f ej antar storsta viarde under
bivillkoret. Déremot antas ett minsta virde. Vi har nidmligen ¢'(z) = 1 + %x och ddrmed en kritisk
punkt i z = —3/2. Denna inses vara ett lokalt minimum med hjélp av teckentabell, och &ven ett globalt
minumum eftersom ¢ ar avtagande fér < —3/2 och vixande for z > —3/2.

5. Betrakta funktionen

flz,y) = xafy



pa méingden D = {(z,y) € R?: = >y > 0}.

Vad ar supremum for f p4 D? Vad ar infimum fér f pa D?

Lésningsforslag:

Eftersom bada variablerna x och y &r positiva i D ar bade téljare och ndmnare i uttrycket som definierar

f positiva. Saledes &r f ocksa positiv. Darmed géaller att infp f > 0.

2

Vi observerar att for 0 < x < 1 ar grafen fér y = x* innehéllen i D. Att infimum for f i sjélva verket

ar lika med 0 kan inses genom att betrakta

, O<ax<l,

och observera att lim,_,o f(z,2?) = 0.

Funktionen f &r obegrénsad i D, vilket medfor att sup,, f = oco. Detta kan inses genom att betrakta
kurvan y = /x vars graf ligger i D nir x > 1.

och observera att lim, oo f(z, /) = 00.
Teoridel

6. Definiera riktningsderivata och gradient. Formulera och bevisa sats om samband mellan riktningsderi-
vata och gradient. Visa ocksa att en funktion av tva variabler vixer snabbast i gradientens riktning.

7. Formulera och bevisa Cauchys integralkriterium.

Skrivningen beréknas vara réattad onsdag 30 november 2022. Se kurshemsidan fér information om aterlam-
ning.



MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik IT Analys del B
Avd. Matematik 13 februari 2023
Examinator: A. Sola

Inga hjilpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Varje uppgift &r vird 5 poéng och
minst 15 poing, varav minst 4 fran teorifragorna, kriavs for godkint.

1. Berdkna flodesintegralen av vektorfiltet
u = (zz + xsin’y, yz, zcos? y)

ut ur cylindern
Z={(z,y,2) eER®*: x? + ¢y =4,1 < 2 < 2}.
Losningsforslag:

Vi noterar att det givna vektorfiltet dr godtyckligt mdanga ganger deriverbart, medan den givna cylindern
plus topp-och bottenlock bestiende av cirkelskivor utgér en sluten och styckvis slit yta i R3. Vi kan
sdledes tillimpa Gauss sats.

Vi har
divu = z 4+ sin®y 4+ z 4+ cos? y = 1 + 2z,

och volymsintegralen éver den solida cylindern blir efter dvergang till cylindriska koordinater x =
rcosf, y=rsinf och z =z

2 em 2 2
///(1 + 22)dxdydz = / / / (14 2z)rdrdfdz = 477/ (14 2z)dz = 167.
r=0Jl0=—7 Jz=1 1

2. (a) (Teoriuppgift) Definiera rotationen av ett vektorfilt i R®. (1p)
(b) Berikna rotationen av vektorféltet
u=2zyz? +y,2%2% + 2,22%yz + )  (2p)
(c) Beridkna kurvintegralen av u med moturs orientering langst med randen av kvadraten i xzy-planet
vars horn ér (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) och (0,1,0). (2p)
Losningsforslag:
(a) Se kursboken for en definition av begreppet rotation.
(b) Vi stiller upp hjalpdeterminanten
€1 €9 €3
Oy Oy 0,
2eyz? +y 222242 22%yz 4z
och berdknar pd sd vis rotationen till (—1,—1,—1).

(¢) Lat oss utnyttja Stokes sats pd det slita vektorfaltet u och en kvadrat i planet. Vi har for kvadraten
i xzy-planet vars rand den givna orienterade kurvan utgor en kompatibel normalvektor given av (0,0,1).
Da fas rotu - (0,0,1) = —1, en konstant funktion, och kvadraten har sidlingden lika med 1.

Ddrmed fas
/u -dr = // rotudS = —Area(K) = —1.
¥ K



3. (a) (Teoriuppgift) Vad menas med att ett vektorfilt u € C?(R?) &r konservativt? (1p)

(b) Lat ~ vara snittet mellan de tvd mingderna
S={(z,y,2) ER®: 2> 4+ 9>+ 22 =9} och P={(z,y,2) €ER*: z+y+2=0}.

Beskriv méngden ~. (1p)

(c) Visa att det finns minst ett val av a, b, c € R, ¢j alla noll, sddant att kurvintegralen av vektorfiltet
u = (ayz — y?, xz + bry, vy + c2°)

langst med ~ &r noll. (3p)
Losningsforslag:
(a) Se kursboken av Persson-Bdiers for en definition.

(b) Mingden S dr en sfir i R® med radie lika med 3. Denna skirs av planet P vilket innehdller origo.
Sdledes dr mdngden -y en storcirkel pa sfiren.

(¢) En mdajlighet dr att vilja parametrar a,b, ¢ sédana att det resulterande vektorfailtet ar konservativt.
Om vi forst integrerar forsta komponenten erhiller vi vi axyz — xy® + ¢(y, 2), dir ¢ ej beror av x.
Partiell derivering av denna funktion med avseende pd y ger direfter axz — 2xy + g—i, och genom att
vilja a =1 och b= —2 samt ¢ = ¢(z) har vi precis uttrycket i andra komponenten av det givna faltet.
Vi har nu att U(z,y,2) = xyz — xy* + %zg ddr c dr en godtycklig reell konstant dr ett konservativt filt.
Da kurvan v enligt (b) ar enkel och sluten foljer nu att kurvintegralen fv udr =0 fora=1,b= -2
och ¢ godtyckligt.

4. (a) Funktionen u(z,y) = xze®siny + ye® cosy ir realdelen av en analytisk funktion f(z). Avgor vilken
av foljande funktioner som ger en imaginérdel till f(z), samt identifiera funktionen f(z). (3p)

(D) v(z,y) =ye*siny —xze® cosy (it) v(z,y) = ze? cosy + ye sinz
(tit) v(z,y) = ye¥siny — ze¥Y cosz  (iv) v(z,y) = zysinz — xy cosx.

(b) Beridkna kurvintegralen

P

z 2
/ze + cos(z )d
¥

dir v ={z € C: |2| = 2}. (2p)
Losningsforslag:

(a) Vi drar oss till minnes formeln e* = e%e™ = e® cosy + ie® siny, dir z = x + iy. Utseendet hos
den givna funktionen u antyder att vi kan prova att berdikna ze* = xe® cosy — ye® siny + i(xe” siny +
ye®” cosy). Vi ser sedan att realdelen av —ize* sammanfaller med den givna funktionen u, och att
imagindrdelen av samma funktion dr funktionen i alternativ (i). Alltsd dr f(z) = —ize* den sokta
funktionen (upp till en konstant) och de évriga alternativen dr uteslutna pd grund av entydighet.

(b) Vi betraktar férst integrandens nimnare vilken, efter ett mellansteg dir substitutionen w = 2z°

anvinds, inses ha faktoriseringen 2 +2%+1 = (z+ 1 iz?)(z -1 :l:z@) Samtliga rotter till nimnaren

ligger allstd pa enhetscirkeln i komplexa planet. Sdiledes dr integranden en analytisk funktion i en
cirkelskiva som helt innesluter kurvan . Cauchys integralsats utsiger da att den sékta kurvintegralens
vdrde dr lika med 0.

(a) (Teoriuppgift) Formulera och bevisa Greens formel. (3p)
(

2

T -5+y*=1% (2p)

Losningsforslag:

b) Berikna kurvintegralen fv xdy moturs ldngst med den slutna kurvan i planet som beskrivs av

(a) Se kursboken Persson-Bdéiers, Analys i flera variabler, for ett bevis.



at oss forst observera att uttrycket som definierar v kan skrivas pa formen
b) Lat orst ob tt uttrycket 3 kan skri i

1 2 2

“(x—-1)+y*=1

vilket dr uttrycket for en ellips med centrum i (1,0). Vi kan nu tillimpa Greens formel for att erhélla

/xdy—/ dxdy = Area(FE)

dir E = {(z,y) € R?: 3(z — 1)? + y? < 1}. Den sistnimnda arean kan beriknas med hjilp av et
elliptiskt variabelbyte (se PB2, s. 266) till 2x.
6. Lat {fx}32, vara en foljd av reellvirda kontinuerliga funktioner pa intervallet [0, 1].

(a) (Teoriuppgift) Definiera vad som menas med att {f;} konvergerar punktvis till en funktion f.
Definiera vad som menas med att {fj} konvergerar likformigt till en funktion f. (1p)

b) (Teoriuppgift). Konvergerar {z**(1 + 2*%)}2° . likformigt pa [0,1]? (1p
k=1
(c) (Teoriuppgift) Visa att om {f} konvergerar likformigt mot f si giller

Jim / () = / e (3p)

Losningsforslag:
(a) Se kurskompendiet for dessa definitioner.

(b) Observera att limy_, oo fr.(1) = 2 medan limg_, fx(z) = 0 for alla 0 < x < 1. Féljden fi, konver-
gerar alltsd punktvis mot en funktion f som dar diskontinuerlig pd intervallet [0,1]. Sdledes kan {fr} ej
konvergera likformigt.

(c¢) Se kurskompendiet for ett bevis.

Skrivningen berdknas vara rattad fredag 24 februari 2023. Se kurshemsidan for information om aterlimning.



MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik IT Analys del A
Avd. Matematik 23 augusti 2023
Examinator: A. Sola

Inga hjilpmedel tillatna. Varje uppgift dr vird 3 poing och minst 7,5 poing pa problemdelen
kriavs for att ga vidare till den muntliga delen.

Problemdel

1. Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier konvergerar absolut?

— (—1)* — (In(k))? - (1
(a) Z ( k) (b) Z hg(;_i_)];) (c) Zcos(kw) sin <k;2) .

k=1 k=1 k=1

Losningsforslag:

a) Denna serie konvergerar enligt Leibnitz kriterium. Den harmoniska serien > . . + dr divergent,
k=1%

varfor serien i (a) ej dr absolutkonvergent.

(b) Vi observerar att In(e + k%) = In[k?(1 + e/k)] = 2Ink + In(1 + e/k) vilket betyder att termerna i
serien i (b) inte gar mot noll. Alltsé ar serien divergent.

(¢) Vi noterar first att cos(km) = (—1)*. Vidare ger en Taylorutveckling att k*sin(1/k?) — 1 ndr
k — oo. Efter jimfirelse med ", % drar vi slutsatsen att serien i (c¢) dr absolutkonvergent, och
ddrmed dven konvergent.

2. (a) Kan
(22 + 2)?

f(x,y):ma

(z,y) # (0,0),

utvidgas till en kontinuerlig funktion pa hela R? genom ett limpligt val av f(0,0)?
(b) Existerar limg2y,2_, f(z) fér funktionen ovan?
Losningsforslag:
(a) Vi infor polira koordinater x = rcos® och y = rsin och far

el 2
72cos20 + 12 cosfsind + r2sinf 1 +sinfcosd’

f(rcosf,rsinf) =

Vidare har 1+ sin6 cos@ = 1+ 1 sin(26), och detta uttryck antar virden i [1/2,3/2]. Eftersom tiljaren
gar mot 0 ndr r — 0 far vi saledes lim, ) (0,0) f(x,y) = 0. Vi kan alltsd utvidga f till en kontinuerlig
funktion genom att sdtta f(0,0) = 0.

med begrinsad nimnare faslimg2 2, f(z,y) =

(b) Eftersom f i polira koordinater har formen H_Cogﬁ

00.
3. Bestdm samtliga stationdra punkter till funktionen
fla,y) =1+e" (2 —y)

samt avgor deras karaktar.

Losningsforslag:



Funktionen f ar godtyckligt manga ganger deriverbar i hela R?, varfor vi underséker kritiska punkter
dir Vf = 0. Vi har de partiella derivatorna
of of

= =e"y(a® 422 -1 —= =e"(2% - 1).
e e“y(z®+2x —1) och By e’ (x )

Eftersom exponentialfunktionen dr nollskild for alla reella argument har vi %1]; =0 om och endast om
x = +1. Vi har vidare %(il,y) =0 om och endast om y = 0.
Detta ger oss siledes de tvenne kritiska punkterna (1,0) samt (—1,0).

Fér att avgora dessa kritiska punkters karaktdr berdiknar vi funktionen f:s andraderivator. Vi har

2 2
%:ezy(szrllirl), 8aacafy =e%(z? + 22— 1)

samt

ey _

oy
Vi ser nu genast att %(:I:l, 0) = 0, vilket betyder att bida de rena andraderivatorna dr 0 i de kritiska
punkterna. Ddrmed far den associerade kvadratiska formen till f utseendet Cxy i bada punkterna, for
en nollskild konstant C, vilket betyder att dessa dr sadelpunkter.

. (a) Forklara varfor funktionen f(z,y) = 1 — 2z + y antar ett storsta och ett minsta virde under
bivillkoret 22 + 2y% = .

(b) Bestam dessa virden samt ange i vilka punkter de antas.
Losningsforslag

(a) Vi observerar att bivillkoret x? + 2y*> = x kan skrivas om som x? — x + 2y* = 0, vilket efter
kvadratkomplettering far formen (v — %)2 +2y% = i. Denna ekvation beskriver en ellips, som speciellt
ar en sluten och begriansad och ddirmed kompakt mdngd. Dé funktionen f dr kontinuerlig antar f enligt
satsen om extremvdrden ett storsta och ett minsta vdrde.

(b) Sitt g(x,y) = 2* — x + 2y>. Vi stiller upp det sedvandliga determinantvillkoret for f och g och

erhdller
2z —1 4y

0:‘ -2 1

’:2x—1+8y.

Detta ger x = L — 4y. Insittning i bivillkoret g(x,y) = 0 ger oss ekvationen
2

2
1 1
——dy) — = —dy+2y° =
(2 y) 5 ~ Wty =0,

vilken har rétter y = :&:ﬁ. Vi fran detta punkten py = (% — %, ﬁ) ddr [ antar sitt storsta vdrde

flp) = %, samt paunkten Py = (% + g,—ﬁ) dar [ antar sitt minsta virde under bivillkoret,
namligen f(p2) = —575

. Betrakta funktionen
TYz

f(2,y,2) = m
pa méingden D = {(x,y,2) € R®: 2> 0,y > 0,z > 0}.
Vad &r supremum fér f pa D? Vad &dr infimum for f pa D?
Losningsforslag:

Férst noterar vi att f endast kan anta positiva vdrden i omradet D. Att f dr obegransad och dirmed
har sup f = oo kan inses genom att exempelvis betrakta f(x,x,x) = § och lata x — oo. Later vi istdillet
x — 0 fas f(x,z,2) — 0, vilket visar att inf f = 0.

Teoridel



6. Formulera och bevisa Cauchys integralkriterium.
7. Formulera och bevisa kedjeregeln fér sammansatta funktioner av typen ¢ — f(g(¢), h(t)).

Skrivningen berdknas vara rattad mandag august 28 2023. Se kurshemsidan for information om aterlamning.



MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 6/3 2019
Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. Betrakta funktionen

(@ y) = { zy exp(()wffyu Ex,y) i (0,0)

déir som vanligt exp(t) = et.

(a) Ar funktionen g kontinuerlig i origo? 2p
(b) Ar funktionen g partiellt deriverbar i origo? Bestim derivatorna i sd fall. 2p
(c) Ar funktionen g differentierbar i origo? 1p

Motivera dina svar!

_1_
2x2

= oo (som oegentligt gransviarde). Dvs g kan inte vara

(a) Vi betraktar g(z,z) = x?exp(5%z) och ser att g(z,x) dr obegrinsad da x — 0, ty

. 1

= lim lez’
t—o0

kontinuerlig i origo.

H 2 1
lim 2% exp(7)

(b) Antingen ser vi direkt att g(z,0) = 0 for alla . Dérmed &r g &ven i origo partiellt
deriverbar med avseende pa x och derivatan &r lika med 0. Samma argument fungerar
aven for den partiella derivatan med avseende pa y.

Eller sa kan man anvénder sig av definitionen direkt, dvs berékna i detta fall
g(0,h) — g(0,0) . O'hexp(ozo_;’_ihm)_o 0 /

it h ~ iy =0T 900

(¢) Nej, enligt (a) ar ¢ ej kontinuerlig, och darmed kan den inte vara differentierbar.

Svar: (a) Nej, ej kontinuerlig (b) Ja, g;,(0,0) = g,,(0,0) =0 (c) Nej, ej differentierbar.

2. (a) Bestam alla stationdra punkter till funktionen 5p
1
H(w,y,2) =2 497 + 2~ (o —y+ 2)

och avgor deras karaktir. Antar H ett stérsta och/eller minsta virde i R®? Vi betraktar

ekvationssystemet
! 2 3
HY = 29:—§(xfy+z) =0
2
H, = 2y+§(xfy+z)3:0
2
H, = 2z—§(m—y+z)3:0

Subtraktion av den forsta och den andra ekvationen, samt den andre och den tredje
leder till
z+y=0 och y+z2z=0

, dvs x = —y och z = —y. Inséttning i t.ex. den andra ekvationen ger da
y(1— (3y)*) =0,

vilket ger oss tre l6sningar for y, ndmligen y = 0 och y = :i:%. Darmed har vi tre
stationédra punkter, namligen (0,0,0) och ($%, i%, ¥%)



For att bestamma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:

H::cl:c = H;/y = H;,z = 272(1371]4*2)2 Hg’c,y = Hgl;/z = 2(I7y+z)2 Ha/c/z = —2(x7y+z)2.

For punkten (0,0,0) &r den kvadratiska formen
Qo(h, k, £) = 2h% + 2k* 4 2(*

positivt definit och punkten &r dirmed en lokal minimipunkt. I punkterna (1,44, F1)
giller (x —y + 2)? = 1 och dirmed har bada punkterna samma kvadratiska fom

Q(h, k,£) = Ahk — 4h + AkL.

Den &r indefinit, ty t.ex.Q(h,k,0) = 4hk antar bade positiva och negativa vérden.
Punkterna ar darmed sadelpunkter.

H ir bade nedat och uppat obegrinsad, ty H(z,7,0) = 22 — oo, dd # — oo och
H(z,0,0) = 2% — 22* = 2%(1 — §2?) = —o0, dé z — 0.

Svar: (0,0,0) ar en lokal minimipunkt och (313%7 :I:%, :F%) ar sadelpunkter.

Varken minsta eller storsta varde antas.

(b) Ldt G vara en C3-funktion som har Taylorutvecklingen 1p
Glz,y) = (& —1) +y + (@ = 1>+ 4" + (@ = 1)* +4*)**B(z,y)

kring (1,0). Ar (1,0) en lokal minimipunkt for G2 Motivera ditt svar!
Fran Taylorutvecklingen kan vi avldsa G7,(1,0) = 1 (och dven G (1,0) = 1). Alltsa &r
(1,0) inte en stationdr punkt och kan darmed (ty G differentierbar) inte vara en lokal ex-
trempunkt.

. Avgdr om funktionen 6p

hw,y) = (z +y — 1) +0)

antar stérsta och minsta virde i D = {(x,y),x > 0,y > 0,2% +y* < 2} och bestim dessa i
sa fall.

Vi borjar med att konstatera att funktionen h dr kontinuerlig (faktiskt i hela R?). Omradet
D ir den delen av den 6ppna cirkelskivan med radie v/2 och medelpunkt i origo, som ligger
i den slutna forsta kvadranten. D &r alltsa begrdnsad, men inte sluten, dvs inte kompakt.

Vi ser dock att funktionen &r noll ldngs linjen ¥y = 1 —  och &r negativ i den kompakta
triangeln D_ := D = {(x,y),z > 0,y > 0,y < 1 — 2}, medan den &r positiv i resterande
delen av omradet D\ D_. Darmed antar h ett minsta virde i D_ som &ven ar minsta vérde
iD.

For att undersoka om h antar dven storsta varde kan vi anvanda oss av polara koordinater
och uppskatta

h(r cos @, rsin @) = (r(cos go—i—singo)—l)e?rz =(r QSin(a,o—i—Z)—l)e%2 < (\/i\/ﬁ—l)e%2 <et

dir vi ocksa vet att olikheten &r strikt, ty 7 < /2. I uppskattningens forsta steg har vi sett

att (for givet r blir funktionen storst ldngs linjen ¢ + 7, dvs o = y. Alltsa kollar vi h lings

denna linje mot randen av cirkelskivan, dvs lim h(z,z) = lim (22 — 1)e**” = ¢*. Da vet vi
r— r—r

4

att h antar virden godtyckligt nira e*, men & andra sidan har vi sett att h(x,y) < e*i D.

Alltsa finns inget storsta vérde.

Det aterstar nu att berdkna det minsta vardet. Vi borjar med att kolla stationdra punkter,
dvs ekvationssystemet

n, = )14 dp(r+y—1)=0
1o g2yt —
hy, = I+ dy(z+y—1)) =0.



Vi far = y och inséttning i t.ex. den forsta ekvationen ger ingen l6sning, dvs det finns inga
stationéira punkter. Sedan kollar vi randen av triangeln D_. Léngs linjestycket (¢, 0) for 0 <
t <1 far man (efter lite rdkning) en majlig inre punkt, ndmligen (%, 0) och av symmetriskél
dven (0, %) pa linjestycket pa y-axeln. Langs triangelns hypotenus &r funktionen 0. Vi masta
alltsa jamfora foljande varden

1 1 e

Minsta virdet ar da —1.

Svar: Minsta varde: -1, storsta virde saknas.

. Undersék om funktionen f(x,y) = x> +y? antar ett stérsta och/eller minsta virde lings den
givna kurvan.

(a) 2* +ay +y* =1 1p
(b) 2% + 122y +y* = 1. 1p
(¢) Vélj EN kurva, dvs antingen (a) eller (b), och ange for denna kurva stérsta och/eller

minsta varde (i fall de finns). 3p

Motiwera dina svar! Funktionen f &r kontinuerlig. En mojlighet ar att konstatera att bada
kurvor faktiskt ar kegelsnitt, antingen ellipser eller hyperbler. Genom kvadratkomplettering
kan vi avgora vilket fall intraffar.

(a) 2% + xy + y?> = 1 kan skrivas som 22 + xy +y? = (z + %)2 + %y2 = 1. Alltsa ar
kurvan en ellips, dvs sluten och begransad, och f antar bade storsta och minsta vérde
pa kurvan. (OBS i fall man inte kdnner igen att det handlar sig om en ellips ser man fran
kvadratkompletteringen i alla fall att kurvan &r begrdnsad, ty man far begrénsningar
3y2<loch(z+%)2<1)

(b) 22 + 12xy + y? = 1. kan skrivas som 22 + 12zy + y? = (z + 6y)? — 35y% = 1. Alltsa
ar kurvan en hyperbel. Eftersom den &r obegrinsad kommer f anta godtyckligt stora
véarden (f méter ju avstandet till origo i kvadrat) och inget storsta varde antas. Minsta
vardet antas dock, ty vi kan vélja en stor sluten cirkelskiva, da antar f minsta vardet
pa den slutna méngden som utgors av kurvan som ligger innanfor cirkelskivan. Detta
ar aven minsta virdet pa hela kurvan, ty funktionsviarden utanfér &r sikert storre an
cirkelskivans radie i kvadrat. (OBS: Aven hir kan man argumentera utan att kinna
igen hyperbeln, t.ex. genom att visa att for varje = finns det ett y, sadan att punkten
(x,y) ligger pa kurvan, dvs den &r obegréansad.)

Lp
(¢) For att berdkna minsta/storsta virdet kan vi anvénda oss av tva metoder, for omvéxlings
skull ange jag hér den ena for (a) och den andra for (b):

(a) Vi anviinder oss av Lagrangemultiplikatormetoden, dér alltsa f(z,y) = 22 + y* och
g(z,y) = 2% + 2y + y? — 1. Vi borjar med att kolla om det finns en singular punkt
pa kurvan. Den enda l6sningen till gradg = (22 + y, 2 + 2y) = (0,0) ar (0,0), men
9(0,0) # 0, dvs punkten ligger inte pa kurvan. Hjdlpfunktionen &r nu

H(z,y; \) =2 + 9> = ANa® +ay+y° — 1)
och vi far ekvationssystemet
H, = 2x—X2zx+y)=0
H?'/ = 2y—A2z+y)=0
samt
H,=—(*+ay+y?>—1).=0

Elimination av A ger (efter lite rdkning!) = = zy. I forsta fallet ger bivillkoret att

2% = % och dérmed funktionsvérdet %, medan det andra fallet ger 22 = 1 och déirmed

funktionsvirdet 2. Minsta vardet ar alltsa % och storsta vardet 2.



(b) Ett alternativ ar att anvéanda det nodvéandiga villkoret att gradf och gradg ska vara
parallella direkt med hjalp av determinanten, dvs vi har ekvationen

! !
A A 2z 2y -
det( q. g; = det 2%ty 2wty =0

Vi far igen 2% = 42, men nu leder enbart z = y till en 16sning, némligen 22 = -, medan
r = —y inte ger nagon l6sning. Minsta virdet ar alltsa %.
Svar: (a) Bade storsta och minsta virde antas (b) Endast minsta vérde antas

(¢) I (a) ér minsta vérde 2 och stérsta viirde 2. I (b) dr minsta virde 3.

5. Lés for x,y > 0 den partiella differentialekvationen 4p
oF oF
m% + ya—y =x
t.ex. genom att anvinda variabelbytet s = xy och t = %
Vi anvander de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F (s,t) := F(x,y).

Att rékna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

- ~ 1
F, = F_-y+F -
Y

~ ~ —T

Differerentialekvationen blir da (efter lite rdkning)
1/t

oLt
S 2V s

Integration leder till

F(s,t) = Vst + ¢(t)

och darmed

x
dér ¢ ar en tillrdckligt manga ganger deriverbar funktion.

Svar: allménna 16sning F(z,y) = 2 + ¢(})
6. (a) Undersok om foljande serier dr konvergenta: 2p
1 n — 1
o Rz
Saetoy SISl Sy
n=1 n=1 n=1
(b) Undersck om den generaliserade integralen 2p

ooarctangc2d
- dx
o Tz

ar konvergent.

1
(a) Observera lim <=L =1.
n—r 00 n

For forsta serien ser vi dirfor att termerna n(ew — 1) — 1 da n — oo, dvs termerna gar
inte mot 0 och serien kan inte vara konvergent. For den andra och tredje serien kan vi
anvinda jamforelsekriteriet IT och jamfora med den konvergenta serien Y - ; # I bada fall
blir gransvéirdet 1 och serierna &r konvergenta. (OBS: For en fullstindig 16sning ska dessa
gransvérden beriknas!)



(b) Integralen &r generaliserad bade i © = 0 och vid oo och vi delar darfor integralen upp i
tva delar som understks var for sig:

/1 arctan z? d +/°° arctan x> d

——Fdx ——Fdx.

0 1‘2\/5 1 .'172\/.%

Maclaurinutvecklingen av arctanz? leder oss till att anvinda jaimforelsekriteriet IT och vi
beréknar

arctan >
2
lim Y — =1
—0 ——=
T + \/5

Eftersom den generaliserade integralen fol %dm ar konvergent ar enligt jamforelsesatsen
dven fol % dx konvergent.

I den andra integralen dr diremot —;'~ dominerande. Ty lim arctanz? = Z och igen
z2.\/x 2300 2

jamforelsekriteriet IT ger att d&ven den andra integralen ar konvergent, ty fol ﬁ dx ar kon-
vergent.

Svar: (a) divergetn, konvergent, konvergent (b) konvergent




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 17/4 2019

Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1.

sin(zy)

Besta ansvdardet i l 2 tt det int . 1
(a) Bestim gransvirde ﬁﬂljr};C>O 2y eller visa att det inte finns D
s
(b) Bestim gransvdirdet — lim 1211(ny eller visa att det inte finns. 1p
(z,y)=(0,0) T2 + ¥
(02
(¢) Bestim grdansvirdet M eller visa att det inte finns. 1p
(z,9)—(0,0) T2+ ¥y
(d) Fér vilket vdrde pa ¢ dar funktionen
sin(z%y)
— 0,0
g(@,y) = a2 442 (9) #
c z,y) = (0,0
kontinuerlig? 1p

Motivera dina svar!
sin(zy)
(a)

P sin(xy) - o ar en begrinsad funktion (nidmligen sin(ry)) ganger en
funktion som gar mot 0 (nimligen ———) da 22 +y? — oo. Alltsd &r  lim sin(zy) —0
x? +y? ' o2 4y? o0 T2 + 42
(2
(b) Om vi sétter z = y far vi Sl;(f - % da z — 0,
x
=in(0) sin(ay)

= 0. Alltsa kan lim inte finnas.

y? (2.9)~(0,0) 22 + 1
(¢) Om vi nu forsoker pa samma sétt som i (b) skulle vi fa samma grénsvérde i bada fall. Vi
sin(z2y) S (1"3 cos? psin gp)
kollar déarfér med poléra koordinater och far = som for bada
22 + 12 2
cos = 0 eller sin ¢ = 0 &r lika med noll. Annars kan vi forlanga och far

men om vi satter x = 0 sa far vi

i 3 2 i . .
sin (r cos? psin go) sin (3 cos? p sin ) .,
5 = - - cos” psinp - 7.
73 cos2 psin @

r

Nér r — 07 gar forsta faktorn mot 1 och ar darmed som andra faktorn begrinsad, medan
c (2
tredje faktorn, ndmligen r, gar mot 0, alltsa ar grénsvéardet i alla fall ~ lim M =0
(z,9)—(0,0) = +y
(d) ¢ =0, eftersom endast da galler  lim  g(z,y) = ¢(0,0).
(2,y)—(0,0)

Svar: (a) 0 (b) existerar ej (¢)0 (d) c=0.

. Bestdm alla stationdra punkter till funktionen 6p

F(z,y) = 32" — 62%y + 24> + 7

och avgor deras karaktdr.

Vi betraktar ekvationssystemet
F, =...= 12z(2>—y)=0
F, =...= 6(-2"+y*) =0

Den forsta ekvationen har tva olika fall, antingen z = 0 eller 22 = y. I forsta fallet, 2 = 0
ger den andra ekvationen dven y = 0. I andra fallet, 2 = y, blir den andra ekvationen



y> —y = 0. Det ger oss y = 1 och y = 0. Och dérmed har vi hittat tre stationira punkter,
namligen (0,0) och (£1,1).

For att bestamma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
F), =362 —12y  F) =-12z  F, =12y
For punkten (1, 1) ar den kvadratiska formen
Q(h, k) = ... = 24h* — 24hk + 12k* = 24(h — k/2)* + 6k?,
medan for punkten (—1,1) dr den kvadratiska formen
Q(h, k) = ... = 24h* + 24hk + 12k* = 24(h + k/2)* + 6K2.

Bada kvadratiska former &r alltsd positivt definit och punkterna &ar darmed lokala min-
imipunkter.

I punkten (0,0) ddremot &r den kvadratiska formen identisk noll, dvs semidefinit och den
avgor inte karaktaren hos den stationidra punkten. Men om vi betraktar funktionen F' langs
y-axeln sa ser vi att F(0,y) = 2y® + 7 antar bade viirden som &r storre och viirden som #r
mindre dn 7 = F'(0,0). Punkten &r dédrmed en sadelpunkt.

Svar: (0,0) &r en sadelpunkt och (£1,1) &r lokala minimipunkter.

. Avgdr om funktionen 5p

Sy, ) = (1= a® = 2" = 3a%)er T H=
antar storsta och/eller minsta virde i R3 och bestim dessa i sd fall.

Vi observerar forst att f(x,0,0) = (1*1‘2)612 — —ooda x — oo, dvs. f ir ej nedat begrinsad
och saknar darmed minsta véarde.

Vidare kan vi konstatera att f(x,y,z) > 0 for alla punkter (x,y, z) som ligger i ellipsoiden
E :={(z,y,2) : 22 + 2y? + 322 < 1}. Eftersom E ir kompakt och f dr kontiniuerlig antar f
ett storsta virde pa E, som dven dr storsta virde av f i R3 ty f(x,vy,2) < 0 utanfor E.

Eftersom f &r noll pa randen av E antas storsta vérdet i det inre av F, ndrmare bestdmd i
en stationar punkt av f.

Vi betraktar alltsa ekvationssystemet

fLo=...= 2z(—2*—2y° - 32%)e” t T =
f,o=..= 2y(-1-2a"—2* - 3z2)e$2+y2+22 =0
o= = 2(—2—a2— 22 —322)e” TV =

Den andre och den tredje ekvationen implicerar direkt att y = O respektive z = 0. Da ger
férsta ekvationen att d&ven x = 0. Alltsa finns bara en stationdr punkt, ndmligen origo, som
dessutom ligger i E och storsta vardet ar f(0,0,0) = 1.

Svar: storsta viarde 1, minsta varde saknas.

. Undersék om funktionen h(x,y) = arctan(z? + y2) antar ett stérsta och/eller minsta véirde
lings kurvan 3 + y3 = % Bestam dem i forekommande fall. 5p

Kurvan &r obegrénsad, ty for varje zp € R finns det yo sadan att punkten (z yo) ligger pa
kurvan.

Funktionen h(z,y) = arctan(z?+y?) beror endast pa r = \/x2 + y2, dvs. avstandet till origo.
Dessutom é#r arctan(r?) en strikt viixande funktion (i variablen 7).

Om vi betraktar den slutna cirkelskivan B := {(x,y) : 22 + % < 1}, sa finns det sikert
punkter av kurvan i den. Skdrningen av kurvan med den slutna cirkelskivan &r alltsa icke-
tom och dessutom kompakt (ty kurvan &r sluten) och dérmed antar h ett minsta varde dér.



Pga. monotonin ar funktionsvéirdena inom B sidkert mindre &n utanfor B och minsta vardet
inom B ar alltsa minsta vardet pa hela kurvan.

Daremot finns inte storsta varde. Eftersom kurvan &r obegradnsad finns sdkert punkter
(Tnsyn) P& kurvan sadana att z7 + y2 — oo och darmed h(zy,yn) — 5, men for ingen
punkt (i hela planet) géller att h(z,y) = 7.

For att hitta minsta viardet undersoker vi punkterna dar grad h och grad g ar parallella (hér

betecknar g funktionen som beskriver bivillkoret, dvs g(z,y) = 2% + 3% — %)

2x 2
e
2y

= 0.
e W

Med lite omskrivning blir ekvationen

ry(y —z) =

Da far vi tre punkter pa kurvan (0, 211/6), (21%,0) och (%,%) Jamforelse av funk-

tionsvardena ger

™}

1 1 1
h(O, m) = h(m,o) = arctan(m)
h(L L) = arctan(1)
v2' V2l '

Eftersom arctan &r en strikt vixande funktion &r = arctan(zll/s) < arctan(1) och dérmed &r

minsta vardet arctan(zl%).

Svar: minsta varde arctan(zll/g ), storsta virde saknas.

. o g . s Pf L L
(a) Visa att for en C*-funktion f skrivs uttrycket x 922 + Qxyaxay +y a—yz 1 poldra
koordi d = = rsi 20°1
oordinater (dvs x = rcosp, y =rsingp) somr 52 3p
Tips: Det kan vara bra att borja med att berdkna derivatorna med avseende pa r.
(b) Lds (for r > 0) den partiella differentialekvationen 2p
0% f 0% f 0% f
2 2 2 2
2 = .
¥ o2 + xyaxﬁy +y oy? (@ +y)f

(a) Vi betraktar funktionen f(r,¢) := f(z,y) och beriiknar (enligt tipset) f..

o= fox 4 fy -y = fr-cosp+ f, -sing

/

fli = (fiy-cosg+ fl, -sing)cosp+ (fl, - cosp+ fl, -sing)sing
= fg/cx'COSZ<P+2f;y-singacos<p+f;y-sin2gp

Alltsa ar
2 62f 2 ¢l / 2 p1

(b) Differerentialekvationen blir da

32

P,

or?
som &r en linjar ekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karakteristiska
ekvationen dr A\ — 1 = 0 med I6sningar A = £1. Och déirmed 4r den allminna lésningen

f(r,p) = A(p)e” + B(p)e™"



dér "konstanterna” A och B beror pa den andra variablen ¢. I de ursprungliga variablerna
x och y kan 16sningen skrivas som

o) = O(Z)e/F 4 p(E) 7,
Y Y
dar C och D ér tillrackligt manga ganger deriverbara funktioner. (OBS: % = cot ¢ och beror
alltsa endast pa ).

Svar: allménna l6sning f(z,y) = C’(%) eV@ty’ L D (%) e~ Vrity?
a) Undersok om foljande serier dr konvergenta: 3p
(a)
i (n!)? i Vn+1 i n — 50 (1)
2 2
n=1 (271)' n=1 n n=1 n
(b) For vilka virden pa « dr den generaliserade integralen 20p

/1 5 + arctan
——dx
0

./L:OL
konvergent? Motivera ditt svar!

(a) Den forsta serien ar konvergent enligt kvotkriteriet:

B (n+1)2 1
T @2n+2)(@2n+1) vy

Ap+41
Qn

For den andra serien kan vi anvanda ett av jamforelsekriterierna, t.ex. jamforelsekriteriet I:

\/n;&—l < \/2271:\/5_ ;l
n3/2

n n

0<

(oo} [ee]
. .. e . N
Eftersom serien ) —b= #r konvergent ér fiven den andra serien ) ¥ konvergent.

n=1 n=1 n’
Den tredje serien ar alternerande och vi forsoker anvanda Leibniz-kriteriet. Vi ser direkt
a, = ";—250 — 0 da n — oco. Dock kan vi konstatera att a,, > 0 endast for n > 50 och det

ar inte tydligt om f6ljden 4r monoton (som ocksa ar forutsittningar i Leibniz-kriteriet). En
mojlighet ar att undersoka differensen

n? +n — 50

n2(n+ 1)’

Ap —Ap41 = ... =

som &r alltsa positiv for tillrackligt stora n (Vi behover inte berdkna for vilka n). Da im-
plicerar Leibniz-kriteriet att dven den tredje serien ar konvergent.

(b) Den generaliserade integralen ar generaliserad endast i 0. Vi anvéander jamforelsekriteriet 1T

S5tarctanz
T _
—5— =5

T

lim
z—0t

for att konstatera att den generaliserade integralen i fraga &r konvergent precis om den
generaliserade integralen fol I% dx ar konvergent, vilket ar fallet precis om a < 1.

Svar: (a) konvergent, konvergent, konvergent (b) konvergent for v < 1, annars divergent




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 15/8 2019

Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. Berakta funktionen f:R? — R:

2
y*(z —1)

55 (xy)# (1,0

Sy ={ G-rry CVELY

0 (z,y) = (1,0)
(a) Visa alt funktionen f dr kontinuerlig i hela sin definitionsmdngd. 2p
(b) I vilka punkter f dr partiellt deriverbar? 2p
(c¢) I vilka punkter f dr differentierbar? 1p

Till att borja med kan vi konstatera att funktionen ar en sammanséttning av differentierbara
funktioner utom i punkten (1,0) och &r differentierbar (och ddrmed &ven kontinuerlig och
partiellt deriverbar) i R\ (1,0). Vi behover alltsa endast undersoka (1, 0).

(a) Vi anvander poléara koordinater med center (1,0), dvs z = 1 + rcosp, y = rsing och
far
r2sin’ - rcos @

flz,y) = =rsin® pcosp — 0, da (z,y) = (1,0),

ty sin® ¢ cos ¢ Ar begrinsat och r — 0. Alltsa har vi fatt att

lim z,y) =0= f(1,0),
(m,y)q(l,o)f( y) f(1,0)

r2

dvs f &ar kontinuerlig &ven i (1,0).
(b) Vi ser direkt att f(1,y) = 0 for alla y och f(x,0) = 0 {or alla x. Alltsa finns de partiella
derivatorna i (1,0) och &ar lika med 0.

(¢) For att undersoka pa differentierbarhet kollar vi

F(L+hk) k2h

VTR T (R R
_1

Om vi sitter t.ex. h =k, ser vi att uttrycket vidare ar lika med 35 och dérmed inte
gar mot 0.

Svar: a) se ovan b) partiellt deriverbar i hela R ¢) differentierbar i R\ (1, 0).

2. (a) Avgor om funktionen [ fran uppgift ovan antar storsta och minsta virde i omradet 3 p

D = {(z,y) : lyl < V3a}.

(b) Bestim dessa extremvdrden i forekommande fall. 20p
22 (o .
(a) Vi ser forst att f(z,z) = (;7%2262 = 290‘"”23;_2‘211 vixer over alla grianser da x — oo.

(OBS: linjen (x,x) for « > 0 ligger i omradet D.) Déarmed finns inget storsta vérde.

Sen betraktar vi omradet D_ := {(z,y) € D, x < 1}. Omradet ar kompakt, funktionen
f ér kontinuerlig paA D_ (ty den ér kontinuerlig i hela R? enligt 1.(a)) . Dérfor antar f
minsta varde i D_. Men f pa D_ antar bara icke-positiva varden, medan pa D\ D_
ar vardena icke-negative. Alltsa &r minsta virdet pa D_ &ven minsta virde pa hela D.



(b) For att bestimma minsta virdet av f i D maste vi bestimma minsta vérdet av f i det
kompakta omradet D_. Vi borjar med att undersoka om det finns stationéra punkter
i det inre av D_. (OBS: Det inre av D_ innehaller inte punkten (1,0) och ddrmed &r
h differentierbar i det inre av D_.)
Vi far ekvationssystemet

2 Y —(z—1)°

B (RN
2y(x — 1)

folz,y) = ...:WZO

Andra ekvationen ar uppfylld endast om antingen z = 1 eller y = 0. Forsta fallet kan
inte intréffa i det inre av D_, ty da a&r x < 1. Om y = 0 sa ar &ven forsta ekvationen
uppfylld och alla punkter pa stricken (z,0) med 0 < z < 1 &r stationfira punkter. I
dessa punkter dr dock h(z,0) = 0.

Det aterstar att kolla randen, som bestar av
i. striickan (1,y) for |y| < /3
ii. strickorna (z,4+/3z) for 0 <z < 1.
Léngs strackan (1,y) ar h(1,y) = 0.
Lings striickorna (x, £+/3x) underséker vi hjilpfunktionen

folz,y) =

3(x3 —a?) .
Derivatan blir H'(z) = ... = M%(le?’ — 422 + 5z — 2). Vikan gissa ett nollstiille
T = % och polynomdivision visar att det inte finns andra nollstallen i intervallet. Efter-
som H(%) =...= —% ar sammanlagt minsta virdet av f i D_, och ddrmed &ven i D,
lika med —32.
Svar: a) inget storsta virde, men minsta virde b) minsta varde ar —%.
. Bestam for varje virde pa o € R alla stationdra punkter till funktionen 5p
g(x,y) =10+ 2° +y° — 3axy
och avgor deras karaktdr.
Vi betraktar ekvationssystemet
(I) g, = ...=3@x*-ay)=0
(II1) g, = ...=301"—ay) =0

I fall att a # 0 kan vi 16sa ut y ur forsta ekvationen y = %2 Andra ekvationen blir da - efter
lite omskrivning - z(2® — @®) = 0. Den har lésningarna x = 0 och z = . Dvs vi har fatt
stationéra punkterna (0,0) och (a,«). For att bestimma deras karaktéar berdknar vi dven

de andra partiella derivatorna:

9ow =62 gy, =gy, =-3a g, =6y

I punkten (0,0) &r den kvadratiska formen Q(h, k) = —6ahk och alltsa indefinit (ty a # 0).
Dérmed ar (0,0) en sadelpunkt.

Fér punkten (o, a) ér den kvadratiska formen Q(h, k) = ... = 6a((h — 3k)* + %2k*. For
a > 0 &ar den positivt definit och punkten &r dérmed en lokal minimipunkt, medan for for
a < 0 ar den negativt definit och punkten darmed en lokal maximipunkt.

I fall att o =0 far vi bara en enda stationdr punkt, ndmligen (0,0). Alla andra derivator
forsvinner och darmed &ar den kvadratiska formen bara semidefinit och avgor inte punktens
karaktir. Men vi kan observera att g(0,0) = 10 medan g(¢,0) = 10 + t> antar bade virden




som &r storre och som ar mindre &n 10 (i varje omgivning av ¢t = 0). Déarmed ar (0,0) en
sadelpunkt.

Svar: (0,0) &r alltid en saddelpunkt.
I fall @ > 0 finns dessutom den lokala minimipunkten (o, ) och i fall & < 0 &r (o, ) en lokal maximipunkt.

. Motivera varfor funktionen h(w,y,z) = 2% — y? + z antar ett storsta och ett minsta virde pd
ytan 2 + y% + 22 = 4 samt bestim dessa. 5p

Eftersom sfiren 22 + y? + 22 = 4 &r kompakt och funktionen h ar kontinuerlig, si antar h
storsta och minsta vérde pa sfaren. Vi anvéinder methoden med Langrange-multiplikator och
infor hjalpfunktionen

F(z,y,z:\) =2 —y? + 2 = MNa? + > + 22 — 4).

Partiell derivering ger foljande ekvationssystem

20 — 22\ =
—2y—2y\ =
1—-2z\ =

samt
2?2+ P 422 =4

Eller pa ekvivalent form
z(1-=X) =

y(1+A)
1—-2z2\ =

I
o o o

samt fortfarande
22+ P 422 =4
Fran den forsta ekvationen for vi antingen z = 0 eller A = 1.

Ifall z =0 &r (i den andra ekvationen) antingen y = 0 och dédrmed (fran bivillkoret) z = £2
eller A = —1 och dérmed frén tredje ekvationen z = —3 och (fran bivillkoret) y* = 12.
Motsvarande funktionsvarden &r 2 och —1?7.

Ifall A\ =1 far viy = 0 och z = % och (fran bivillkoret) 2? = 13, dar funktionsvéirdet blir 1T.

Svar: Minsta véarde —1?7 och storsta varde 1?7.
. Los foljande partiella differentialekvation for funktionen F(x,y) op
OF OF
— +2z— =F
or oy
t.ex. genom variabelbytet
u = x
v o= y—a?

Bestam dven losningen som uppfyller F(x,0) = et for alla x € R.
Vi anvinder de nya koordinaterna fér att fa en differentialekvation for F(u,v) := F(z,y).
Att rdkna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

F, = F -1+F)-(—2x)

F; = FY.1

Differerentialekvationen blir da

F =F.



Detta #r en linjar forsta ordningsdifferentialekvation (i variablen u), som har 16sningen

F(u,v) = C(v) - e*, dér ”konstanten” C' &r en tillrdckligt manga ganger deriverbar funk-
tion i den andra variablen v. Dérmed far vi den allménna l6sningen
F(z,y) = C(y —*) - €".
For den speciella 16sningen géaller da
F(2,0) = C(—2%)-e” = et
och darmed C(t) = e~ .

Svar: Den allminna losningen ér F(x,y) = C(y — 22) - €®.

Losningen som aven uppfyller det ytterligare villkoret dr F(x,y) = eyt +a,

6. (a) i. For vilka virden pa 8 > 0 dr serien 2p
B
=P+ 3
konvergent?
ii. Ar serien 1p
o 2
2
St
— n?+3
konvergent?
(b) Ar foljande generaliserade integral konvergent eller divergent? 20p

1 —cosz
/ ————dx
o 25/2

(a) 1. Serien dr en positiv serie och vi anvander jamforelsekriteriet 1T

nz+2 +2
3 2 o
L AP i~ — 1, dan — oo.
n- 1 2
nB nB
[ee] 2 (oo} 1
o Lo . n?
Alltsa har serien i fraga samma konvergensbeteende som serien 21 = Zl Pl
n—= n—=

Den &r konvergent precis om exponenten g — 2 > 1.

n n242
n243

o0
ii. Termerna i serien »_ (—1)
n=1

(b) Integralen &r generaliserad bade i £ = 0 och vid oo och vi delar darfér upp integralen i

3 s}
1—cosx 1—cosx
/0 2 dr + /3 5z dx.

For det forsta integral utvecklar vi integranden

gar inte mot 0, alltsa kan serien ej konvergera.

1—cosz 1—(1—§+O(m4)) 1

252 2572 D YSYP

+0(2%/?).

Genom att anvénda jamforelsekriteriet II och t.ex. funktionen %%/2 ser vi att den forsta
generaliserade integralen dr konvergent, ty f03 230%/2 dx ar konvergent.
For den andra integralen kan vi t.ex. uppskatta integranden

2
= 5/2°

1—cosx
25/2

Eftersom f3°° # dx ar konvergent ar enligt jamforelsekriteriet I &ven den andra inte-
gralen ovan konvergent.

Svar: (a) i. konvergent for 5 > 3. ii. divergent. (b) konvergent




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Lésningsforslag
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 14/10 2019
Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. Betrakta funktionen g :R? — R:
3

7y
— (x,y 0,0
gay) =1 B (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
(a) Visa att grinsvirdet — lim  g(x,y) inte finns. 1p
(2,y)—(0,0)
(b) Ar g partiellt deriverbar i origo? 20p
(¢c) Tillhér g klassen C(R?)? 2p
Motivera dina svar!
(a) Vi ser att t.ex. g(t,0) =0 for alla ¢, medan g(¢t,t%) = ... = 1 for alla t # 0, alltsé kan

gransvirdet inte finnas.

(b) Vikollar direkt definitionen. Da ser vi att lim M = 0 och lim M =0
h—0 h—0

och dérmed &r g partiellt deriverbar i origo.

(c) Eftersom gransvérdet i (a) inte existerar kan funktionen g inte vara kontinuerlig i origo.
vilket dven innebér att g inte tillhér klassen C(R?).

Svar: a) se ovan b) ja c) nej.

2. Avgor om F(z,y) = % antar storsta och/eller minsta virde i mangden D och
bestam dessa extremuvdrden i f??)'rekommande fall.
(a) D={(x,y) : 2* +y* > 1} 3p
(b) D =R*\{(0,0)} 2p

2+ 1

Vi konstaterar forst att F(x,y) > 0 samt att t.ex. lim F(z,0) = lim = 0. Alltsa
Tr—r0o0 Tr—r00

ar alla funktionsvarden strikt storre dn noll, men det finns funktionsviarden godtyckligt nara
noll. Dvs F' har i bada fall inget minsta vérde.

Nér vi tittar pa funktionen sa verkar det som att i fallet (a) &r funktionen begrénsad och blir
liten for punkter langt bort fran origo, medan i (b) verkar den vara obegrédnsad. Pga denna
férmodan blir strategin att understka angaende maximum olika i (a) respektive (b).

(a) Vi borjar med att berdkna lim F(x,y). Det kan vi gora pa olika sétt, t.ex. med

(z,y)—o0
poléara koordinater
2 1 1 1 1
1 L+L L +4
0 < F(rcosg,rsingp) = 1 Z + — T = ... = T21 .T; §T21T4%0.
r4(cos? ¢ + sin® @) 1 — 5sin”2p 5

Alltsa har vi h)m F(z,y) = 0 och darmed finns till varje € > 0 ett tal R sadan att
(x,y)—o0
F(xz,y) < e for alla (z,y) med /22 + y? > R. For att kunna gora ett lampligt val av e
kollar vi stationéira punkter i D samt funktionsvérden pa randen 22 +y? = 1. Vi borjar
med stationéra punkter. Vi far ekvationssystemet
2 4 4 2 2 1)4 3
Flloy) = z(x +y)4(x +y* + )4z _o.
(z* +y*)?

4 .4
+y) — ( +y +1)4y°
F! _ Wl =0.




Multiplikation av den forsta ekvationen med y och den andra med x samt subtraktion
leder till
(¢ +y* + 1)’y — day’) =0,

och diarmed xy(x? — y?) = 0. Insiittning i t.ex. den forsta ekvationen visar att x = 0
skulle leda till y = 0, liksom y = 0 till x = 0. Men eftersom (0,0) inte ligger i
definitionsomradet ger det ingen l6sning. Men dven 2 = y? leder till samma punkt
(maste visas!) och ddrmed finns inga stationdra punkter.

2

— i Derivering ger
Cos* @ +sIn” @

Pa randen har vi h(y) := F(cos ¢, sinp) =

W)= ... = 8singocos @(sin? ¢ — cos? )

(cos? @ 4 sin® )2

I punkterna dér derivatan forsvinner far vi féljande funktionsvéirden: Om sin p = 0 eller
cos ¢ = 0 blir funktionsviirdet 2, om diiremot sin® ¢ = cos? ¢ s ir sin® ¢ = cos? p = %
och dirmed funktionsvirdet 4.

Om vi nu t.ex. viljer e = 1 s& vet vi enligt ovan att det finns R sadan att F(z,y) < %

i omradet z2 + y? > R%. Men omradet 1 < 22 4+ y2 < R? &r kompakt och darfor antar
den kontinuerliga funktionen F' sékert ett storsta viarde dér. Detta vérde &r (enligt vara
berdkningar ovan) lika med 4, som dérmed &r storsta virdet i hela D.

(b) Om D = R%\ {(0,0)} sa ligger t.ex. punkterna (0,t) for t # 0 inom D. Eftersom
F(0,t) = tiirl vixer over alla grinser da ¢t — 0 &r F obegrinsad och saknar storsta
varde.

Svar: a) minsta virde saknas, storsta varde 4  b) storsta och minsta vérde saknas.

. Bestdm for varje varde pa o € R alla stationdra punkter till funktionen op
f(z,y) = 223 — 602y + 3a3y*

och avgor deras karaktar.

Vi betraktar ekvationssystemet

() f. = ...=6(x*—-a**) =0
11 f, = ...=12%y(-z+ay’) =0

I andra ekvationen har vi tre fall: o = 0, y = 0 eller x = ay?.

a = 0 ger i forsta ekvationen x = 0 och dérmed &r alla punkter (0,¢) for ¢ € R stationéra
punkter.

y = 0 implicerar d&ven x = 0 och dérmed &ar (0,0) en stationir punkt for alla a.

x = ay? leder till y?(y? — 1) = 0. Eftersom y = 0 redan diskuterades kan vi dra slutsatsen
att y = +1. I bada fall far vi da = . Vi far tva stationéra punkter (o, £1).

For att bestdmma karaktar hos de stationdra punkterna berdknar vi &ven de andra partiella
derivatorna:

Gl =12¢ Gy, =G, =-12"y G, =—-120z+3-12a°)>.

I punkten (0,0) forsvinner alla andra derivator, och ddrmed &r den kvadratiska formen bara
semidefinit och avgor inte punktens karaktir. Men vi kan observera att G(0,0) = 0 och att
G(t,0) = 2t3 antar bade virden som &r storre och som #ar mindre &n 0 (i varje omgivning av
t = 0). Déarmed &r for alla varden pa « punkten (0,0) en sadelpunkt.

Fér punkten (o, +) dr den kvadratiska formen Q(h, k) = ... = 12a((h £ ak)? + o?k?). For
a > 0 ar den positivt definit och punkterna ar ddrmed en lokala minimipunkter, medan for
for v < 0 &r den negativt definit och punkterna darmed lokala maximipunkter.



4.

o.

I fall att @ =0 far vi en hel linje av stationira punkter, namligen (0,¢). I en sddan punkt
ar funktionsviirdet G(0,t) = 0 men G(z,t) = 223 kan antar positiva virden for & > 0 och
negativa for £ < 0 och dérmed &r alla dessa punkter saddelpunkter.

Svar: (0,0) ar alltid en saddelpunkt.
Om « > 0 finns dessutom de lokala minimipunkter (o, +1)

om « < 0 dr de lokala maximipunkter (o, £1).

om « = 0 bestar hela y-axeln av sadelpunkter.

(a) Avgor om funktionen h(w,y) = xy pd kurvan 2 + 2xy + 4y? = 3 med y > 0 har storsta
och/eller minsta virde, och bestim dessa i sa fall. 4p

(b) Vilka virden antar funktionen H(x,y) = arctan(zy) pd kurvan z% + 2zy + 4y® = 3 med
y > 02 Anvand dina resultat fran deluppgift (a) och motivera ditt svar ordentligt! 1 p

(a) Kurvan ér en sluten méngd, genom kvadratkomplettering ser vi att kurvan kan skrivas
pa formen (z + y)? + 3y?> = 3, dvs kurvan ir begriinsad, och dirmed kompakt. Da
funktionen A &r kontinuerlig, sa antar h storsta och minsta varde pa kurvan . Eftersom
funktionen #r kontinuerlig i R? och #ven bivillkoret #r given av en kontinuerlig funk-
tion med Oppen definitionsméngd, sa maste extrempunkterna uppfylla det nédvéandiga
villkoret att gradienten av i och gradienten av funktionen som ger bivillkoret &r linjért
beroende i dessa punkter eller sa ar de randpunkter till kurvan. Forst betraktar vi alltsa
ekvationssystemet

y 2r+42y\ 2 9,2 —
det(x 2x—|—8y>_0 samt (x +y)° + 3y° = 3.

Berikning av determinanten ger 4y? — 22 = 0, dvs = £2y. Insittning i bivillkoret ger
(obs hér hoppar jag over berdkningen!) tva punkter:

(-v3 7). .y

som ger funktionsvirdena —% och % Dartill kommer kurvans randpunkter dar y = 0.

Dessa #r (£v/3,0) som ger funktionsvirdet 0.

(b) Kurvan ar bagvis sammanhéngande och funktionen &r kontinuerlig, alltsa antar funktio-

nen h i (a) alla véirden mellan sitt minsta véirde och sitt storsta vérde, dvs virdeméangden
&r intervallet [—2, 2]. Eftersom arctan ér kontinuerlig och viixande antar da H pa kur-

van alla viirden i intervallet [— arctan(2), arctan(3)].

Svar: (a) Minsta virde —3, storsta viirde 5. (b) intervallet [— arctan(2), arctan(4)].

(a) Lat funktionen G € C3(R?) vara en funktion som har foljande Taylorutveckling kring
punkten (1,—2)

3
2

G(z,y) = 7—|—2(x—1)+3(y+2)+% (—8(1:—1)2—12(5c—1)(y+2)+(y+2)2)+((x—1)2+(y+2)2) B(z,y),

dar B dr begransad i en omgivning av (1,—2). 3p
i. Ange G(1,-2) och G',(1,-2).
ii. Ange tangentplanet till grafen till G ¢ punkten (1,—2,G(1,—2)). Gar tangentplanet
genom origo?
iii. I vilken riktningen vdzer funktionen snabbast i punkten (1,—2)?
w. Rdcker informationen ovan for att ange funktionsvirdet av G i punkten (%, —%) 7
Om ja, ange det! Om nej, forklara varfor inte.
(b) Ange en méingd M C R? som har foljande egenskaper: M dr varken dppen eller sluten,
M dr obegrdnsad och ej bagvis sammanhdngande. Forklara dven varfér din mdangd har
dessa egenskaper! 2p



(a) i. Vikan lésa av funktionsvéirdet och den partiella derivatan fran Taylorutvecklingen:
G(1,-2) =T och G/,(1,-2) = 2.

ii. Tangentplanet till grafen till G i punkten (1,—2,G(1,—2)) har ekvationen z =

T+2(x—1)+3(y+2). Origo ligger dock inte pa planet, ty 0 # 7+2(0—1)+3(0+2).

iii. Funktionen véxer snabbast i grandientens riktning, vilken i punkt (1, —2) ar (2, 3).

iv. Nej, formationen ovan racker inte for att ange funktionsvardet av G i punkten
(15, —2%)? Vi bara vet att B ér begrénsad, men vi vet inte hur stor den &r i

punkten i fraga.

(b) Ett exempel pa en sddan méngd ar M := {(x,y) : « > 2} U {(0,8)}. Méangden bestar
av alla punkter som ligger hoger om linjen x = 2 samt den enskilde punkten (0,8).
Hela linjen = = 2 bestar av randpunkter som dock inte tillhor méngden, alltsa ar den
ej sluten. Punkten (0, 8) &r ocksa en randpunkt, den tillhér méngden, som dédrmed inte
heller 4r 6ppen. M &r obegrdnsad, ty t.ex. alla punkter av formen (¢,0) med ¢ > 2
tillhér mangden, dvs punkter med godtyckligt stor avstand till origo. Mangden &ar ej
bagvis sammanhéngande, ty det inte gar att binda samman punkten (0,8) med nagon
av de andra punkterna med en kurva som helt ligger i M.

6. (a) Awvgor for var och en av foljande serier om den dr absolutkonvergent, betingat konvergent
eller divergent:
[ele] ’fln
7. —
n=1 n!
00 (_

)n
n=1 (1 + %)nz

X (=)
114 n{:l 2100
00 —1)"
(b) Nagon sdger: Jag pastar att serien Yy sin (( 2) > dar konvergent eftersom
n=1 n
sin ((_1) )
: n?
i gy = b
n2

Ar det korrekt? Om ja, fortydliga argumentet, dvs ange vilken sats eller vilka satser
som anvdinds. Om nej, gor ett korrekt resonemang.

(n+1)(”+1)
a) 1. Genom att anvanda kvotkriteriet ser vi a %:...zl—i—l”—>e>1
G tt da kvotkriteriet ot | —t D 1
nl

och darmed att serien ar divergent.

n" n!
Alternativt kunde vi t.ex. genom uppskattningen — > - = 1 kunnat se att

n n

termerna inte gar mot noll och dven sa kunnat konstatera att serien &r divergent.

il. Vi amnar anvanda rotkriteriet och kollar darfor

(="
(1+ L)

= 1 —>1<1
S+ e T

n

Alltsa ar serien absolut konvergent.

iii. Vi kollar forutsattningarna for Leibniz-kriterium. Termerna ﬁ gar mot 0,
n

men vi ser inte direkt om f6ljden dr monoton. Darfor infor vi hjalpfunktionen

t
h(t) = ———
®) t2 4+ 100



och deriverar den med avseende pa t. Da far vi h/'(t) = ... = %. For ¢t > 10

ar alltsa h, och ddarmed &ven foljden i fraga, strangt avtagande. Detta ar tillrackligt
for att kunna anviénda Leibnitzkriteriet och vi far att serien ar konvergent. For

o0
att kolla om den &ven &r absolut konvergent undersoker vi > " Viser
n=1 n? + 100
n
n? + 100 . . R I
dock t.ex. 1 1 och da har serien, enligt jamforelsekriteriet II samma
n

> 1
konvergensbeteende som serien Y. —, dvs den &ar divergent.
n=1

(b) Argumentet ar inte korrekt, ty jamforelsekriterierna far anvindas enbart f6r positiva

LS 1 > 1
serier. I detta fall kan man istéllet jamfora serien ) sin <2> med serien ) —, dvs
n n

n=1 n=1
. 1
' Sin ﬁ
o — =1L
n?

-nH" 1
Men eftersom sin (( 2) ) = (—1)"sin (2> far vi sa att den ursprungliga serien &r
n n

absolut konvergent.
Svar: (a) divergent, absolut konvergent, betingat konvergent (b) se ovan.




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 28/11 2019

Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

T +y
2+ 92’

1. Betrakta funktionen g : R?\ {(0,0)} — R : g(z,y) = arctan 5p

(a) Undersdk om gransvirdet ( %im(o O)g(:c,y) finns och bestdm det i forekommande fall.
I7y - 9

(b) Undersck om grinsvdrdet lim  g(z,y) finns och bestam det i forekommande fall.
z24+y%—o0

(¢) Ange en kurva, sadan att funktionen g ar konstant lings kurvan (med enda eventuella
undantag att funktionen inte dr definierad i origo).

Vi borjar med att skriva om funktionen i polara koordinater

. 1 .
g(rcosp,rsing) = ... = arctan (= (cos ¢ + sin ¢))
r
(a) Om r — 0 ser vi fran omskrivningen ovan att grénsvirdet beror pa riktningen ¢.
Speciellt ser vi t.ex.

1 0
I — i ST —t) =i -
IH1%1+g(0, t) Jm arctan = lim g(t,—t) im arctan0 = 0,
dvs lim T finns inte.
" =007 (=.9) 1
Kommentar: tliI(I)l g(0,t) = limy_,0— arctan% = —7 skulle ge dnnu ett annat vérde.
o

(b) T omskrivningen ovan ar cos ¢ + sin ¢ begrinsad och darmed lim  g(z,y) = 0, ty
z2+y2—o0

% — 0, funktionen arctan ar kontinuerlig och arctan 0 = 0.

(¢) Vi ser direkt att funktionen g &r konstant lika med 0 ldngs den rita linjen x + y = 0.
Om vi vill &ven se andra kurvor satter vi % = C. Om C = 0 ar det precis linjen
€T )

2

innan, annars far vi x* — %w +y? - %y = 0. Genom kvadratkompletteringen far vi

Lo Lo 1

dvs cirklar med medelpunkt pa forsta medianen och som gar genom origo. OBS gransfallet
da radien véaxer over alla granser utgors av den rita linjen z 4+ y = 0.

Svar: a) gransvirdet existerar ej b) 0 c) tex. y = —ux.
22 4+y? —4
2. Avgor om funktionen G(z,y) = m antar storsta och/eller minsta virde i mdngden
D :={(x,y) : |y| < 1} och bestim dessa extremvdrden i forekommande fall. 5p

Vi ser direkt att funktionen &r begransad, ty

4yt -4 2?4541

G(z,y) = < =
() x2+5y24+1 22452 +1
: . - .’ —4 . ,
Vi har alltsa G(z,y) < 1 men ocksa lim G(x,0) = lim — = 1. Dérmed antar G inte

nagot storsta virde.

Vi konstaterar att funktion G &r noll lings den delen av cirkellinjen 22 + y? = 4 som ligger
innanfor remsan |y| < 1. Pa omradet D_ := {(z,y) : |y| < 1, 2% + y?® < 4} &r funktionen
icke-positiv, och utanfér D_ positiv. Funktionen &ar kontinuerlig och antar darfér ett minsta



varde pa det kompakta omradet D_, som dr mindre dn noll och darmed dven minsta vardet
av G pa hela omradet D.

For att bestdmma minsta vardet borjar vi med att kolla eventuella stationdra punkter i det
inre av D_. Vi far ekvationssystemet

, B o 2z(4y*+5)
Gi(z,y) = '”7—(&724—5?]2—1—1)270

2y(—422 4 21
G oy = .. =yt +2)
Y (x2 4+ 5y2 +1)2
Fran den forsta ekvationen ser vi direkt att © = 0 och darmed pga den andra ekvationen
aven y = 0. Den enda stationéra punkten &r alltsa origo.

Randen av D_ bestar av tva cirkelbagar, samt tva striackor med y = £1. Léngs cirkelbagarna
ar funktionen noll. Vi kollar alltsa langs strickorna (¢, 4+1) da grianserna for ¢ fas genom att
beriikna skirningspunkterna mellan cirkeln 22 + y? = 4 och linjen y = 1 (for y = —1 blir det
samma grinser). Vi far da 2 = 4+v/3. Alltsa betraktar vi hjialpfunktionen

z? -3 9
h(t) := +1) = =1- —-V3<t< V3.
(t) = gle, £1) = "5 oy V3<t<V3
. . 1e gy 9-2x . . . ..
Derivatan blir da h/(t) = ————5, och den &r noll precis om z = 0. For att far minsta
(o2 + )2
vardet maste vi alltsa jamfora
1
9(0,0)=~4  h(0) =3 h(+V3,+1) = 0.
Svar: minsta virde —4 storsta virde finns ej.
. Betrakta funktionen op

flzyy,2) = ln(x2 +9% + 222) + xy.

Bestam alla stationdra punkter till f och avgor deras karaktir.

Vi konstaterar att funktionen f &r definierad for alla punkter i R® utom origo (0,0, 0) och
betraktar ekvationssystemet

2x

! p— ———————————————— =

fa: - $2+y2+222+y 0
2y

/ p— —————————————— P

fy = x2+y2+222+x 0
4z

!

i A—
fz x2+y2+222

Fran den tredje ekvationen ser vi direkt att z = 0, da blir de forsta tva ekvationer

2x
) ——— = 0
() x2+y2+y

2y
17 = 0.

Om vi multiplicera den forsta ekvationen med y och den andre med —x och addera dessa tva
far vi

2
dvs y = x eller y = —x. I forsta fallet ger den forsta ekvationen 2—562 +x=0eller 1 +22=0
x

som inte har nagra (reella) 16sningar. I andra fallet ddremot far vi 1 + 2% = 0, dvs z = £1.
Vi har alltsa tva stationdra punkter (1,—1,0) och (—1,1,0).



For att bestdmma karaktar hos de stationdra punkterna berdknar vi dven de andra partiella
derivatorna:

—z2 4% 4222 —4x —8xz
fro=-..=2 2 éj 2)2 fﬂgy: 2 2 z 5z T 1 fiz = 2 2 22

(22 +y? + 222) (22 + y? + 222) (22 + y? + 222)
b 2t —yP 222 - —8yz v a4yt —222
yy = IV v = T3 5 o 33 ==

(22 +y? +222)2 (22 +y? + 222)2 (22 + 92 +222)%

For bada stationdra punkter dr da den kvadratiska formen
Qh,k,l)=0-h>+0-k>40-£242-2-hk+0-hl +0-kl = 4hk + 202,

som ir indefinit. Det ser man t.ex. genom att titta pa Q(¢,t,0) = 4t> och Q(t, —t,0) = —4t?,
dvs @ antar bade positiva och negativa virden.

Svar: De stationéra punkterna (1,—1,0) och (—1,1,0) &r bade sadelpunkter.

. Betrakta funktionen h(z,y) = x* + y*. 5p

(a) Avgor om funktionen h antar pd kurvan x® + 6xy + y> = 2 storsta och/eller minsta
varde, och bestam dessa i forekommande fall.

(b) For vilka virden pd o € R dr funktionen h pd kurvan 2? + 2axy + y* = 2 begrinsad?

(a) Kurvan kan skrivas pa formen (z + 3y)? — 8y? = 2 (ses genom kvadratkomplettering)
och ar darmed obegrédnsad (den &r en hyperbel, eller sa ser man att for varje godtyckligt
stor virde pa y kan man losa ut z, dvs kurven innehaller punkter med godtyckligt stor y-
koordinat). Dérfor #r dven funktionen h(z,y) = x* + y* obegrinsad pa kurvan och antar
dérmed inget storsta viarde. Daremot antar funktionen ett minsta varde, ty vi kan inskrénka
oss pa t.ex. en kompakt cirkelskiva med tillrackligt stor radie. Snittet med kurvan &r en
kompakt méngd och ty h dr kontinuerlig antar den ett minsta varde dar. Om vi véljer radien
tillréckligt stor blir det &ven minsta virdet for A pa hela kurvan.

For att berdkna vérdet kollar vi det nddvéandiga villkoret:

2z +6y 4%\

Faktorisering (efter lite rdkning) ger ekvationen
8(y — z)(y + 2)(32% + 3y* + xy) = 0

Vi har antingen y = z eller y = —x. Den sista faktorn ar lika med 3(z + %)2 + %y% den ar
noll precis om y = och z = 0, men origo ligger inte pa kurvan. Alltsa har vi tva fall:

Fall 1: y = x Genom att stoppa in det i kurvans ekvationen far vi (efter lite rdkning) tva
méjliga minimi-punkter (3, —3) och (-1, 1).
Fall 2: y = —x Det finns inga punkter som uppfyller kurvans ekvation (om man stopp in far
man —2x2 = 1, som inte har en reell 16sning).

Eftersom h(3,—3) = h(—3, %) = § dr detta alltsé minsta vérdet.

(b) Vi skriver kurvans ekvation om till (z +ay)?+ (1 —a?)y? = 2 (med hjilp av kvadratkom-
plettering) och har olika fall:

Fér a? < 1 &r kurvan begrinsad (en ellips), och dirmed kompakt, den kontinuerliga funk-
tionen h antar ddrmed storsta och minsta véarde och &r alltsa begrénsad.

Fér o? > 1 innehéller kurvan som i (a) punkter med godtyckligt stora y-koordinater och
darmed &r h obegransad.

For a® = 1 bestar kurvan av tva parallella linjer som &ven i detta fall innehaller punkter
med godtyckligt stora koordinater och darfor &r h ej begransad.

Svar: (a) Minsta viirde 3, storsta viirde finns ¢j.  (b) =1 < < 1.




5. Bestim alla C?-funktioner F som uppfyller differentialekvationen op

0*F 1 0°F 1 OF 5
e 1
o0x2  4y? 0y?  4y3 Oy

i omrddet y > 0, t.ex. genom att inféra de nya variablerna s = x +y* och t = x — y>.

Vi anvénder de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F (s,t) := F(z,y).
Att rékna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

Fl, = Fl+2F,+F
F = 2 F — 2yF/
F), = 2F,—2F +4y*(F, - 2F!, + F};).

Differerentialekvationen blir da 4F”; = 16y* och diirmed
F, ’; = 2s — 2.

Integration leder till B
F(s,t) = s* — st> + h(z + y*) + g(t)

och darmed
F(z,y) =2y*(2" — y") + h(z + 4°) + g(z — v°),

dér h och g ar tillrdackligt manga ganger deriverbara funktioner.

6. (a) Avgér for var och en av foljande serier om den dr absolutkonvergent, betingat konvergent

eller divergent: 3p
oo oo
z:: n2 + 400 z:: n4 + 400
(b) Avgor for var och en av foljande generaliserade integraler om den dr konvergent eller
divergent: 2p
® sin x ® sin x
t t
arctan(es"®) i arctan(e )dx.

Vi@ + 1) J Ve =)

(a) Vi kollar forst med hjélp av jamforelsekriteriet IT om den forsta serien &r absolut konver-
gent. Eftersom

n
2
K +1400—>17 dan— oo
n

n > 1
—— — samma konvergensbeteende som —, dvs den ar divergent. Vi
n? 1 400 8 Zin ®

kollar om serien ar betingat konvergent med hjalp av Leibniz-kriteriet. Termerna

har serien Z

n
n? + 400
gar mot 0, men vi ser inte direkt om f6ljden &r monoton. Darfor infor vi hjalpfunktionen

4
h(t) = —
®) 2 + 400
och deriverar den med avseende pa ¢. Da far vi h/(t) = ... = %. For ¢ > 20 ar alltsa

h, och darmed &ven foljden i fraga, strangt avtagande. Detta &r tillrackligt for att kunna
anvénda Leibnitzkriteriet och vi far att serien &r konvergent.



n
. . . . . nd + 400 . .
For den andra serien anvéander vi igen JFK II och da -1 1 &r serien absolut
nd
konvergent.

(b) Den forsta integralen &r generaliserad i 0 och co. Vi delar darfor upp integralen som

1 _ oo .
arctan(e™?®) arctan(e®"?)

-~ 7 —  ~  Jdx

) Ve T Va@ )
arctan(es" %)
VA2 )

N
11

konvergent enligt jamforelsekriteriet II, ty integralen [ —=dx &r konvergent. For den hoger

o vV

t sin x 1
ar\cf?nQ(e—i_l)) < g—Q och ser darmed
z(x T

o0

For den vanster integralen ser vi lim

= arctan(e) > 0 och den &r dérmed
t—0+

integralen uppskattar vi integranden for x > 1 med 0 <

att integralen &r konvergent enligt JFK I, ty integralen [ —dz ar konvergent.
1 x

1
Den andre integralen ar dven generaliserad i * = 1. Dér beter sig integranden som po—
T —
och dérmed (enligt JFK II) 4r integralen divergent.

Svar: a) betingat konvergent, absolut konvergent b) konvergent, divergent.




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Lésningsforslag
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 5/3 2020

Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. (a) Ange ett virde pa konstanten ¢ sadant att funktionen 3p

fi o, | TRE ) @) #(00)

c (z,y) = (0,0)

ar kontinuerlig. I vilka punkter dr funktionen differentierbar? Motivera dina svar!
(b) Avgor om funktionen 2p
1 1
hay) = 2OFD g o0
x

har ett grinsvarde da (x,y) — (0,0) (med z > 0).
(a) Om gransvardet ( %Hn( : f(z,y) existerar och vi sétter ¢ lika med gransvérdet, sa ar f
z,y)—(0,0
kontinuerlig. Vi anvander poldra koordinater och betraktar

f(recosp,rsing) =...=2cosp-rlnr,
som gar mot 0 da (z,y) — (0,0), ty den forsta faktorn ar begrénsad och den andra faktorn

rinr — 0, da r — 0. Alltsa &r ¢ = 0.

Funktionen f #r i R?\ {(0,0)} en sammansittning av differentierbara funktioner och dirmed
sjalv differentierbar dér. I origo maste vi underséka ndrmare. Men vi ser att f inte &r partiellt
deriverbar med avseende pa x i origo, ty

lim M — lim In k2
h—0 h h—0

existerar inte. Darmed kan f inte vara differentierbar i origo.

(b) Vi betraktar h(z,z) = 22t — 1 did 2 — 0, men h(z,0) = 0. Dirmed existerar
gransvardet inte.

Svar: a) ¢ =0, och f ir differentierbar i R? \ {(0,0)} b) nej, gransvirdet existerar inte.

2. Betrakta funktionen G(z,y) = xy ey, 5p

(a) Undersék om funktionen G antar stérsta och/eller minsta vdrde i méangden

A={(z,y): |z -yl <1}

och bestim dessa extremuvdrden i forekommande fall.

(b) Vilka virden antar funktionen G i mdingden
B={(zy):|r -yl <1}?

Vi konstaterar forst att mangden A ar en sluten, men obegrénsad remsa kring férsta medi-
anen, och B ir dess inre. Ingen av mingderna #r kompakt. Vi noterar att G(x,z) = 22 - €°

ar obegriansad da x — oo, dvs G har inget storsta varde, varken i A eller B.

(a) Sen konstaterar vi att G(x,y) > 0 for (z,y) i forsta och tredje kvadranten, samt G(z,y) <
0 for (x,y) i andra och fjirde kvadranten. Eftersom skirningen av de sistndmnda med
méngden A ar begrdnsad vet vi att den kontinuerliga funktionen G antar ett minsta vérde
pa den kompakta mingden D := {(z,y) € A,z -y < 0}. Detta viarde maste vara negativt
och ddrmed &ven minsta varde for G i A.



For att berikna minsta varde betraktar vi forst ev. stationédra punkter i det inre av D.
Redan den forsta ekvationen G’ (z,y) = ye® =¥ (1 + 222) = 0 har dock inga lésningar som
kan ligga i det inre, ty y = 0. Alltsa fortsétter vi med randen av D. Léngs koordinataxlarna
forsvinner funktionen och det aterstar att underséka G langs linjerna (t,t — 1) for ¢ € [0,1]
samt (t,t + 1) for t € [—1,0]. Av symmetriskal racker det dock att underséka bara en av
dessa, vi valjer den forsta, dvs

h(t) := G(t,t —1) = (> —t)e*™ 1 te]0,1].

Derivation ger h/(t) = ... = (2t> — 1)e?~! som har bara ett relevant nollstiillen, nimligen

t= % Déarmed far vi som minsta varde h(%) = #e‘/ﬁfl.

(b) T (a) har vi sett att G antar sitt minsta virde b := 1_7‘/56\/5_1 pa randen av méngden
A (och endast dér), dvs i en punkt som &r en randpunkt till mdngden B men som inte ligger i
B. Dérmed vet vi att G(z,y) > b for (x,y) € B, samt att G antar virden som ar godtyckligt
néra b. Dessutom har vi sett att G &r uppat obegriansad i B. Eftersom G ar kontinuerlig och
definitionsméngden B &r bagvis sammanhé&ngande har alltsa G egenskap av mellanliggande
vérden och antar ddrmed alla virden i det 6ppna intervallet (b, co).

Svar: a) minsta virde 15¥2¢V2~1 storsta virde saknas  b) G antar i B alla viirden storre fin 15¥2eV2-1,

. Betrakta funktionen g(x,y) = (x + y)® + B(3z% + y?) med parametern 3 € R. 5p

(a) Bestdm for varje vdrde pa B # 0 alla stationdra punkter till g och avgdr deras karaktdr.

(b) Bestim for =0 alla stationdra punkter till g och avgor deras karaktdr.

Vi betraktar ekvationssystemet

(I) ¢, = 3(x+y)?+68z=0
(I1) g, = 3(x+y)*+28y=0.

(a) I fall 8 # 0 leder subtraktion till y = 3z. Om man stoppar in det i den forsta ekvationen

far man 6z(8x + §) = 0. Dvs vi far tva stationdra punkter (0,0) och (—g, —%).

For att bestamma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
Jie =6(x+y) +68  giy =gy =6(x+y) gy, =06(z+y)+25.

I punkten (0,0) #r den kvadratiska formen Q(h, k) = 63h% +28k%. For 8 > 0 ir den positivt
definit och origo ar dédrmed en lokal minimipunkt, medan for for 5 < 0 &r den negativt definit
och origo dérmed en lokal maximipunkt.

For punkten (—2, —32) ar den kvadratiska formen Q(h, k) = ... = 38((h — k)? — 48k? som
ar indefinit for varje viarde pa 8 # 0 och ddrmed &r punkten en sadelpunkt.

(b) I fall att 8 = 0 far vi en hel linje av stationdra punkter, namligen (¢, —t) for ¢ € R. Alla
andra derivator forsvinner och didrmed ar varje kvadratisk form bara semidefinit och avgor
inte punktens karaktir. Men vi kan observera att g(¢, —t) = 0 medan g(t + h, —t) = h® antar
bade virden som &r storre och som dr mindre &n 0 (i varje omgivning av h = 0). Darmed &r
varje punkt pa linjen en sadelpunkt.

Svar: (a) (—g, —%) ar alltid en saddelpunkt.

I fall 8 > 0 &r origo en lokala minimipunkt och i fall 5 < 0 &r origo en lokal maximipunkt.

(b) Varje punkt pa linjen y = —z &r en sadelpunkt.




4. Avgér om funktionen f(x,y,z) = xyz har stérsta och/eller minsta virde under bivillkoren
t4+y+2=0 och x*4+y>+22=1.

Bestdm dessa i sa fall. 5p

Forsta bivillkoret beskriver ett plan i R? och andra bivillkoret enhetsfiren. Funktionens
definitionsomrade &r alltsa ett cirkel i rummet, och darmed kompakt. Eftersom f &r kon-
tinuerlig, sa antas bade storsta och minsta virde pa denna méangd. Vi konstaterar att det
inte finns singuldra punkter (pa ytorna som ges av bivillkoren) och anvinder metoden av
Lagrangemultiplikatorer, dvs vi betraktar hjalpfunktionen

H(z,y,z;\ p) = ayz + Mz +y 4+ 2) + plz? + o> + 22— 1).
Partiell derivering ger féljande ekvationssystem

yz+A+2zp = 0
rz+ A+ 2yu =
Ty +A+2yp =
samt
t+y+2z=0 och 2+ +22=1

Subtraktion av den forsta och andra ekvationen samt den andra och den tredje ger - efter
lite omskrivning -

(y—z)(z=2p) = 0

(z—y)l@—2p) = 0.
Fran den forsta ekvation har vi antingen y = z eller z = 2u. Om vi stoppar in y = z i
bivillkoren far vi tva intressanta punkter (:I:%, :I:%, I%) (OBS den andra ekvationen &r

du uppfylld med ldmplig p men vérdet pa det ar ej relevant for l6sningen). I andra fallet
z = 2u ger den andra ekvationen antingen z = y eller z = 2u, vilket betyder z = z. 1

dessa tva fall ger insédttning i bivillkoren 4 punkter till, ndmligen (:I:%,:F%,:I:%) och

1
2 1 1 . . . . . o . . . .
($%, 75 :I:%). Om vi sétter in dessa i funktionen far vi att storsta vardet &r ——= och

36

nsta virdet & 1
minsta vardet ar ———.
36
5. Los den partiella differentialekvationen 5p

aFy, — 42°F), — F; = 162°

for > 0, till exempel med hjilp av de nya variablerna s = 22 — y och t = 22 + y.

Vi anvéander de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F (s,t) := F(z,y).
Att rékna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

F' = 22F +22F]
F! = 42°F" 4+ 8x*F" + 42°F) + 2F' + 2F]
Fy, = Fl—2F+F

Differerentialekvationen blir da B
Fli=1.

Integration leder till

F(s,t) = st+ p(t) + ¥(s)

och darmed
Fla,y) = (2® —y)(@® +y) + o(@® +y) + ¥(a® —y),

dér ¢ och v ar tillrackligt manga ganger deriverbara funktioner.



6. (a) Avgor for var och en av foljande serier om den dr absolutkonvergent, betingat konvergent
eller divergent: 5p

o 5 ()

> cos(nm)

]

(="

n=1 n

[e.e]
(b) For vilka x € R dr serien >, e~ dr konvergent, for vilka divergent?
n=0

(a) i. Vi anvénder kvotkriteriet och far

n+1 6 B _(2n—|—2)(2n+1)_>2 A& m— oo
= 3 .

By |y

Eftersom gransvardet % < 1 ar serien absolut konvergent.

ii. Eftersom cos(nm) = (—1)" sa &r serien lika med
> cos(n) =1
1" = -
Lo R

dvs. den harmoniska serien, som ar alltsa divergent.

(b) Vi anvénder rotkriteriet och far

i = e

For x < 0 ar e™® > 1 och serien darmed divergent, for > 0 4r e™® < 1 och serien darmed
konvergent. I fallet 2 = 0 maste vi kolla direkt. Eftersom e*™ = 1 inte gar mot 0 da n — oo,
sa ar serien inte konvergent.

Svar: (a)i. konvergent, ii. divergent (b) Fér « > 0 ar serien konvergent, for < 0 &r serien divergent.




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Lésningsforslag

STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp
Avd. Matematik den 15/4 2020, k1 9.00-14.00
Annemarie Luger Inlamning via kurssidan senast kl 16.00

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

0. Lat parametern A vara lika med den ndst sista siffran i ditt personnummer.
Losningsforslaget skrivs med parametern, for att ha alla olika varianter med.

3 3

1. (a) Undersok om grdinsvardet av existerar dd x? + y? — co. 20p

xt 4yt
2

(b) Betrakta h(x,y) = arctan T, 3p
)

i. Undersék om grinsvirdet av h(x,y) existerar da (x,y) — (0,0) med y > 0.
it. Undersok om grinsvdrdet av h(x,y) existerar da (x,y) — (0,0) med y > |z|.
iti. Ange en (icke-konstant) funktion H(x,y) sadan att gransvdrdet av produkten

H(x,y) - h(x,y) ezisterar da (x,y) — (0,0) med y > 0.

(a) En mojlighet dr anvdndning av polédra koordinater:

73(cos® t + sin® t) < 2 < 4
rd(costt +sin®t)| = r(costt +sintt) T r’

3 3
Med hjalp av instangningsregeln kan vi da dra slutsatsen att  lim Ty = 0. Den

z24+y2— o0 rt + y4
sista olikheten ovan fas t.ex. genom omskrivningen

DN | =

1
cos* t 4 sin?t = cos® t(1 — sin?t) + sin? t(1 — cos®t) = 1 — 3 sin? 2t >

(b) i. I 6vre halvplanet kan vi vélja tva olika vigar

2
x T
h(0,y) = arctan0 =0  och h(z,z?) = arctan — =arctanl = 1
x
och darmed existerar gransvirdet i omradet y > 0 inte.
ii. Observera forst att kurvan y = 22 som anviinds ovan inte ligger i omradet y > |z|. Nu
kan vi daremot gora en uppskattning
2 2
x
0<—< vy Y
Y Y
och ty arctan-funktionen &r monoton far vi

2
T

0 < arctan — < arctany.
Y

Igen instdngningsregeln ger att gransvirdet i detta fall ar 0.

(iil) Eftersom h &r begriansad sa duger t.ex. varje funktion H, sadan att ( %Hn( : H(xz,y) =0,
z,y)—(0,0

teex H(z,y) =y.

34,3
Svar: (a) lim 9647—1—344 =0
z2+y2—o0 T* + Y

(b) i. gransvirdet existerar inte, ii. gransvirdet ar 0, iii. t.ex. H(z,y) = y.




2. (a) Undersék om G(z,y) = ye® ~¥" antar storsta och/eller minsta virde i mingden 4 p
D ={(z,y):y > |z| + A—10}.

OBS: Anvind ditt virde av A som du har bestimt i fraga 0 ovan.

(b) Ange ett exempel pd en begrinsad, men icke-kompakt delmdingd av R?. 1p
(a) Omradet bestar av alla punkter som ligger ovanfor kurvan y = |z — Z, dér jag for
enkelhets skull anvinder A := 10 — A. Parametern A kan anta foljande véarden 1,2, ......10.

Vi konstaterar forst att linjen y = z ligger inom omradet och G(¢,t) = t &r uppat obegréinsad,
alltsa antar GG inte storsta varde.

Vi ser att G > 0 for alla punkter med y > 0 och G < 0 for y < 0. Eftersom
Do = {(z,y) € D,y < 0}
ar en sluten triangel och ddrmed kompakt, samt att G ar kontinuerlig sa antar G minsta
varde pa Dy som ocksa dr minsta vardet pa D.
(b) Om méngden dr begrédnsad men inte kompakt, sa far den inte vara sluten. T.ex. den
oppna enhetscirkelskivan #r en sidan méngd {(x,y) € R? : 22 +y? < 1},
3. Betrakta funktionen g(x,y) = z* +y* — B(x — y)? med parametern 3 € R.

(a) Bestim for varje virde pa B alla lokala minimipunkter till g. 4p

(b) Vilj ett varde pa 8. 1p
Ange (for detta vdrde pa 8) en mdngd M; sadan att g antar ett minsta vdrde pa M,
och ange en mdngd Mo sadan att g inte antar minsta vdrde pa M.

(a) Vi betraktar ekvationssystemet

(I) g = 4a°—-26(z—y)=0
(II1) g, = 4’+28(x—y)=0.
Addition av ekvationerna ger 4x3 +4y3 = 0, alltsa y = —z. Fran den forsta ekvationen far vi

da efter lite omskrivning x(2? — 8) = 0. Dirmed har vi (for varje viirde pa 3 den stationira
punkten (0,0) samt for positiva 3 tva till stationira punkter (&+/3, Fv/3).

For att bestimma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
Grn=122" =28 g, =gy, =26 gy, =12 2.

For bada punkter (++/83, F+/3) ar den kvadratiska formen

1 1
Qhk) = ... = 105((h + k)4 (1= %)xﬁ)
positivt definit, ty 8 > 0! Bada punkter ar alltsa lokala minimipunkter.
Fér punkten (0,0) &r den kvadratiska formen Q(h,k) = ... = —28(h — k)? semidefinit och

avgor darmed inte karaktéren.

Vi tittar igen pa g(z, y) = 2* +y* — B(x —y)? och observerar att for 3 < 0 géller g(z,y) > 0 =
¢(0,0) och déarmed &r (0,0) i detta fall en (&ven global) minimipunkt. Fér § > 0 déremot
har vi g(t,t) = 2t* > 0 medan g(¢,0) = t?(—3+t2) antar negativa virden for tillrickligt sma
t. I detta fall &r (0,0) alltsa en sadelpunkt. Sammanfattningsvis har vi fatt f6ljande:

B> 0: (£+/B,F/B) ar lokala minimipunkter och (0,0) ar en sadelpunkt.

B < 0: den enda stationédra punkten (0,0) &r en minimipunkt.

(b) Oavsett vardet pa 8 kan méngden M; viljas som en godtycklig kompakt méngd ty g ar
kontinuerlig, t.ex. den slutna enhetscirkelskivan M; = {(z,y) : 22 + y* < 1}.

Ett exempel pa M far vi t.ex. genom att vélja nagot S < 0 och My =R\ {(0,0)}, ty vi har
sett att g(x,y) > 0 i denna méingd men eftersom ¢(0,0) = 0 och g dr kontinuerlig, s antar
g i M5 varden godtyckligt néra 0.

Svar: (a) For 3 > 0 ar (&+/8, Fv/B) ér lokala maximipunkter, fér b < 0 dr endast (0,0) en minimipunkt

(b) t.ex. My = {(z,y) : 22 +y?> <1} och My =R\ {(0,0)}.




1

—————— har stérsta och/eller minsta varde under
x? +y? 4 22

4. (a) Avgér om funktionen f(x,y,z) =
bivillkoret
(x—1)2+ (y+1)% + (A+2)2% = 200
och bestim dessa i sa fall. 4p

OBS1: Anvdand igen ditt virde for Al
OBS2: Det dar ok att svara med ”storsta vdrdet av dessa tal” utan av numeriskt avgora
vilket som dr stéorst!

(b) Betrakta kurvan x® — y*> = 4 (som en delmdingd av R?). Ange en funktion, som antar
mansta varde pa denna mdangd men inte storsta virde. 1p

(a) Bivillkoret beskriver i alla fall en ellipsoid, dvs en kompakt méangd. Funktionen f &r inte
kontinuerlig i hela R® men kontinuerlig i alla punkter som uppfyller bivillkoret (ty origo inte
uppfyller det) och ddrmed har f bade storsta och minsta virde under bivillkoret.

Vi konstaterar att det inte finns singuléra punkter (pa ellipsoiden) och anvénder metoden av
Lagrangemultiplikatorer, dvs vi betraktar hjalpfunktionen

1

Howid) = oy

+A((z = 1)+ (y+1)* + (A +2)z* — 200).

Partiell derivering ger foljande ekvationssystem

2z

_($2+y2+z2)2+2)\($_1) =0
2y

,($72+y2+z2)2+2/\(y+1) = 0
2

4 2NA42)z = 0

(22 +y% + 22)

samt
(=12 + (y+1)* + (A+2)2* — 200 = 0.

Elimination av A i den forsta och andra ekvationen samt i den den andra och den tredje ger
- efter lite omskrivning -

1
- _ t ) =0
x Yy samt  z( e 1)
I den andra ekvationen far vi tva fall. Om z = 0 sa far vi tillsammans med x = —y fran

bivillkoret punkterna (11, —11,0) och (—9,9,0).

A+2)?
200 — 2473,

A+2
Storsta och minsta vardet finns dérfor bland funktionsvardena i dessa punkter, dvs

I det andra fallet, namligen y = ALH (OBS A+1 # 0), sa ger bivillkoret z = +

1 1
f(]-la_]-]-vo) - @7 f(_97970) - @7
och
(A+2)2
! L, 200 - 245 1
A+1"A+ 1’ A+2 - 200 _ 2(A+2)°

2
Gtz T Az T Are

Anmérkning: I alla fall &r minsta vardet ﬁ och storsta virdet det som ges av punkterna
med z # 0, men det krévs inte i l6sningen.

(b) Kurvan dr en hyperbel t.ex. funktionen f(x,y) = 22 + y? antar minsta virdet men
ej storsta varde. Den antar minsta vardet eftersom snittet av hyperbeln med en sluten
cirkelskiva med radie t.ex. 10 dr en kompakt méngd och virdet av den kontinuerliga funk-
tionen f utanfér denna méngd &r sékert storre d&n i méngden. Darfor antar f ett minsta
varde i cirkelskivan som dven dr minsta virdet pa hela hyperbeln. Daremot &r hyperbeln en



obegransad méngd och darfor dven f (som ju ange avstandet till origo i kvadrat) obegréansad
pa hyperbeln.

Ett annat enkelt exempel &r f(z,y) = |x|. Tydligen ar = koordinaten for punkter pa hyper-
beln antingen storre én 2 eller mindre &n —2, alltsa antar f alla vérden storre eller lika med 2.

. Betrakta differentialekvationen op

ISR N TONE I TR N T
1622 0x2  12xy? 0xdy ~ 36y* Oy? 1623 0x  18y> dy

for x > 0.

(a) Visa att differentialekvationen i de nya variablerna s = x? + y® och t = x? — y3 blir

2f
a2 1

(b) Lds den partiella differentialekvationen.

(a) Vi anviinder de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F(s,t) := F(z, ).
Att rdkna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

F' = F'2z+ F2x

F!'' = ... =42*(F/ +2F, + Fl}) + 2F. + 2F}
Fl, = ...=6xy’(F, — F}))

F), = ...=9y*Fl, —2F), + F}}) + 6yF, — 6yF|.

Differerentialekvationen blir da verkligen
F!' = F.
(b) Losningen blir da F(s,t) = A(t)e® + B(t)e™* och déirmed
Fla,y) = A@® —y)e” V" 4 B(a® —y*)e T+

med tillrdckligt manga ganger deriverbara funktioner A och B.

6. (a) Undersdk om serien 2p

> () (5)

n=1

ar absolutkonvergent, betingat konvergent eller divergent.

o0

(b) For vilka x € R dr serien Y n(x — 1) konvergent. 1p
n=0

(c) Undersck om den generaliserade integralen 20p

/°° arctan x
——dx

o zi(z?2+3)

ar konvergent.

(a) Vi anvénder kvotkriteriet och far

(3(n + 1)) (_l)(nﬂ)
2(n+1) 9 B (Bn+3)(3n+2)(3n+1)

BE i

1
)" T @n+2)2n+ D(n+1) 9

Rellog



Eftersom gransvardet % < 1 &ar serien absolut konvergent.
(b) For att anvénda rotkriteriet berdknar vi lim {/|n(x — 1)*| = |z — 1|. Darmed far vi att
n— oo

serien &r absolut konvergent for |z — 1| < 1 dvs for 0 < & < 2 och divergent for |z — 1| > 1
dvs for x < 0 eller z > 2. T granspunkterna |z — 1| = 1 avgdr rotkriteriet inte och vi kollar

serien direkt, ndmligen Y n(—1)" och >  n(1)". I bada fall gar termerna inte mot 0, alltsa
n=0 n=0

ar serierna divergenta.

(c) Vi konstaterar forst att integralen ar generaliserad bade i * = 0 och vid oo och delar
dérfor upp integralen t.ex.som

* arctanz 7 arctanx > arctanz
————dx = ————dz + ———dx
o x1(x2+3) 0o zi(x?+3) 7 x1(x?2+3)

For den forsta integralen anvander vi JFKII och berdknar

arctan

5
lim x4 (z2+43) - 1
CL’HO“F x% e 37

och dérmed har den forsta integralen samma konvergensbeteende som f07 L dz, alltsa kon-
4

vergent. For den andra integralen kan vi t.ex. anvinda JFKI genom att for > 7 uppskatta
arctan T
=1t <

2 <. Eftersom f L dz #r konvergent #r Aven den andra integralen konvergent.
23 (m2+3) T 7T x

Svar: (a) abolut konvergent (b) konvergent for 0 < x < 1. (c) konvergent.




MATEMATISKA INSTITUTIONEN Lésningsforslag
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys A, 7.5 hp

Avd. Matematik den 19/8 2020, k1 9.00-14.00
Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

0. Lat parametern a vara lika med numret pa din fodelsemanad (t.ex. om du dr fodd i september
sa ara=9 for dig)

Losningsforslaget skrivs med parametern, for att ha alla olika varianter med.

1. Undersdk foljande grdansvirden och berdkna dem i forekommande fall: op
-1 2 2
lim ez2+2zy+2y2 lim 67(1 +4zy+3y )
(z,y)—(0,0) z2+y2—o00

-1
Kommentar: den forsta funktionen ar alltsd e=2+zzv+2e2 = exp ( 55—s—3 ).
x24-2xy+2y

Vi borjar med att konstatera att z2 + 2zy + 2y?> — 0 da (x,y) — (0,0). For att avgora
hur m beter sig, maste vi avgdra tecknet hos z? + 2zy + 2y2. En mojlighet &r
kvadratkomplettering z2 + 2xy + 2y% = (z + y)? + y? > 0. Alltsa far vi WM — —00
—1
da (z,y) — (0,0) och ddrmed  lim e»?+2ev+20% = (.
(z,y)—(0,0)
I det andra fallet ser vi genom kvadratkomplettering att —(x? + 4xy + 3y?) ir en indefinit
kvadratisk form och dérmed existerar gransvérdet inte. Vi kan ocksa kolla direkt ldngs olika

linjer
(.’E, y) = (t7 0) ger e—(w2+4wy+3y2) = €_t2 —0 dat— o0,
(z,y) = (=2t,8)  ger e (FHIEEIY — o o0 dat— oo,

(z,y) = (t,—t) ger e @ HwEY) — 0 1 qa ¢ — oo,

. . . . . o2 2y .
alltsé existerar gransvardet lim e~ (" +42y+3¥7) jpte.
z24y2—o00

. -1 . 2 22 .
Svar: lim e#®t2av22 =0 och lim e @ +42u+3%%) finng inte.
(z,y)—(0,0) x2+4y2—o0




2. Betrakta funktionen G(x,y, z) = vy —xz —yz +axyz, dar parametern a har vardet fran fraga
0.

(a) Bestim alla stationdra punkter till G samt deras karaktdir. 4p

(b) Avgor om G antar stérsta och/eller minsta varde i mangden 1p
K= {($7y72) € R3;$2 +y2 + 22 < 1}

(a) Vi betraktar ekvationssystemet

(1) G = y—ztayz=0
(1) G, = z—z+axz=0
(III) G, = —-z—y+axy=0.

Vi f6érsoka 16sa ekvationssystemet genom att eliminiera de icke-linjéra termerna, t.ex. genom
x- (i) —y-(II) =0. Det ger oss ekvationen

z(—x+y)=0.

Alltsa finns det tva fall: z = 0 eller y = z. Vi betrakta forst z = 0, da blir ekvationssystemet;:

() G, = y=0
(1) G = 2=0
(III) G, = —-x—y+axy=0

och vi har fatt en stationér punkt (0,0,0). T det andra fallet, y = z, blir ekvationssystemet

(I) G, = z—z+4+axz=0
!
(1) G, = z—z+arz=0
(I1I) G, = —2r+azx*=0.
Ekvation (III) har tva losningar, © = 0 som leder till samma stationdr punkt, som vi redan
har hittat, eller z = % Ur ekvation (I) far vi z = f%, dvs stationdra punkten (%, %, f%)
OBS: a # 0, ty det dr numret pa en mandad.
Vi har alltsa fatt tva stationira punkter (0,0,0) och (2,2 —2) Fér att bestimma deras

karaktéar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
Gl =Gy =Gl =0
Gy =Gy, =1+az G =G, =-1+ay G, =G, =—1+ax

Fér (0,0,0) &r den kvadratiska formen Q(h,k,¢) = 2hk — 2hf — 2k{. Den &r indefinit, ty
Q(1,1,0) = 2 > 0 medan Q(1,—1,0) = —2 < 0 och dérmed &r (0,0,0) en sadelpunkt. For
den andra stationidra punkten &r den kvadratiska formen Q(h, k,¢) = —2hk + 2h¢ + 2k{ och
dérmed ocksa indefinit.

(b) Funktionen G &r kontinuerlig och méngden K kompakt, alltsa antar G i K bade storsta
och minsta varde.

Svar: (a) Stationdra punkterna ér (0,0,0) och (2,2, —2) och dessa #r sadelpunkter.

(b) Stérsta och minsta vérde antas.




e (z+y)

(a) Betrakta mdngden 7
Dy = {(z,y) € R*x >0 och y > 0}.

i. Avgor om funktionen h antar storsta och/eller minsta virde i omradet Dy och
bestam dessa i forekommande fall.

1. Ange vardemdangden av h i omradet Dy, dvs ange mdngden av alla virden som h
antar i D1, och motivera hur du har kommit fram till denna mdngd.

(b) Avgor om funktionen h antar storsta och/eller minsta virde i omradet 1p
Dy = {(z,y) € R%y > 0}.

(a) i. Vi konstatera att mdngden D; dr den slutna forsta kvadranten, dvs en sluten men ej
begriansad méngd. Funktionen h &r kontinuerlig i hela sin definitionsméngd.

Minsta vdrde: Vi ser direkt att h(x,y) > 0 for alla (x,y). Men vi har ocksa att t.ex.
h(x,0) = 16_;—;2 — 0 da x — oo, dvs att det antas viarden godtyckligt nara 0. Darmed kan
det inte finnas ett minsta varde.

Storsta vdrde: Vi observera att, eftersom x > 0 och y > 0 sa géller

e0

0<hl@y) <57

I och med att m — 0 da 22 + y? — oo foljer enligt instingningsregeln att dven

lim  h(z,y) =0.
z24+y2—o00
Det betyder att for varje e > 0 kan vi kan hitta ett tal R sadan att h(x,y) < e for alla
(x,y) sadana att 22 + y? > R2. Ett limpligt epsilon dr d& mindre #n funktionsvirdena i
alla stationdra punkter (det finns bara dndligt manga). Om vi nu betraktar den kompakta
méngden K := {(z,y) € Dy : 22 + y? < R?} s vet vi att & ena sidan s& #ir h utanfér
K mindre &n € och & andra sidan vet vi att den kontinuerliga funktionen h antar ett storsta
varde i K, dock inte pa randen av cirkelbagen. Eftersom e &r mindre &n detta storsta varde
(enligt hur vi har valt det) ar diarmed storsta virdet i K dven storsta varde i Dy.

For att bestamma storsta vardet borjar vi med att bestamma stationdra punkterna:

e~ TN [—(1 + 22 + ¢?) — 22]

h, = =0
v (1+m2+y)
! <1+x2+y) ’

Subtraktion av dessa tva ekvationer leder till z = y. Om man stoppar det in i t.ex. den forsta
ekvationen, sa far man (efter lite omskrivning!) 222 4+ 2x + 1, en ekvation som saknar (reella)
16sningar. Alltsa finns inga stationdra punkter i det inre av K.

Randen av K bestar av tre delar: cirkelbagen, en del av z-axeln och en del av y-axeln. Enligt
var argumentation ovan kan storsta virdet inte antas pa cirkelbagen och det aterstar bara
att kolla strackorna (0,¢) och (¢,0), i bada fall for ¢ € [0, R]. Vi betrakta hjilpfunktionen

et

h(t) :== h(0,t) = h(t,0) = Tz date(0.R).
Vi far M(t) = ... = —e_t% > 0 och dérmed inga lokala extrempunkter i det inre av

strackan. Dédrmed antas storsta vérdet i hornpunkten: ~(0,0) = 1.



ii. Vi har fatt att storsta véardet ar 1 och minsta vardet saknas, men vi vet att alla funk-
tionsvarden ar storre an 0 och att det antas varden godtyckligt nara 0. Funktionen h &r kon-
tinuerlig och har darmed egenskapen om mellanliggande varden. Darmed ar vardeméangden
det hela halvoppna intervallet (0, 1].

(b) Minsta virdet saknas pga samma argument som i (a). Men nu saknas dven storsta

vérdet, ty hela z-axeln ligger i defininitionsméngden och vi har h(x,0) = f;—g; véxer over
alla granser da x — —oo.

Svar: (a) i. Minsta vérde saknas, storsta varde 1. ii. intervallet (0, 1]

(b) bada stérsta och minsta viirdet saknas.

. Undersék om funktionen f(z,y) = x + y antar stérsta och/eller minsta virde pa kurvan
22+ 2y +2y% =7 med y > 0 och bestim dessa i sd fall. 5p

(a) Kurvan dr den delen av andragradskurvan z2 + zy + 2y? = 7 som ligger i slutna forsta
och andra kvadranten av planet. For att kolla vilken sorts kurva det handlar om anvander
vi kvadratkomplettering
7
22 fay+29° = (z + %)2 + ZyQ.

Andragradskurvan (a:+%)2+£y2 = 7 ar alltsa begréansad och ddrmed en ellips. Den delen som
vi &r intresserade av ar dven sluten, alltsa kompakt. Eftersom funktionen f &r kontinuerlig
antar den alltsa bade storsta och minsta varde pa kurvan. For att bestdmma dessa boérjar vi
med att kolla nodvéandiga villkor for inre punkter:

1 2z+y | 0

1 z+4y | 7
Detta ger 2 = 3y och genom att stoppa denna relation i bivillkoret far vi (efter lite rikning)
ekvationen y? = % och ddrmed endast y = % (ty den andra lésningen y = f% inte uppfyller

bivillkoret y > 0). Motsvarande z-koordinat ar z = % och funktionsvérdet i denna punkt

blir f (%, %) = ... = 2V/2. Kurvans randpunkter hittar vi genom att sitta y = 0 och far

da tva punkter (:I:\ﬁ ,0) med motsvarande funktionsvirden ++/7. Storsta och minsta varde
finns nu bland féljande véarden: +/7 , 2/2. Darmed &r

Svar: (a) storsta vérdet 24/2 och minsta virdet —/7.

. Bestdm den allmdnna lésningen till differentialekvationen
" " " ’ N 3

till exempel genom variabelbytet u = xy och v =1z + y. op
(a) Vi anvinder de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F(u,v) := F(z,y).
Vi far
u, =y wu, =z ochuv,=uv,=1.
Anvéndning av kedjeregeln for partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger
F, = Fy+F
F, = Fx+F,

For andraderivatorna behovs bade kedjeregeln och produktregeln, exempelvis:

o o .~ ~. OF  ~ OF /- ~ =~
Fry = 5,50 = g, (FuytFy) = 5t ytbut 50 = (B, + Pl ) -y+ P Fl, + UL,
och darmed

Fl, = ...=Fly*+2Fy+F),
Ey, = ...=Fhxy+Fy(c+y) +FL,+F,
Fl' = ...=Fla®+2F o+ Fl.



Inséttning i differentialekvationen leder till den nya ekvationen
F' =1.

Att integrera tva ganger ger f(u, v) = % +u-p(v)+1(v), dir ¢ och ¢ ar tillrdckligt manga

ganger deriverbara funktioner. Diarmed far vi F(x,y) = $22y2 +ay-plr+y)+ Y@ +y).

6. (a) Visa att serien 2p

i (In(k* + 1) — 2Ink)

k=1
ar konvergent.
(b) Undersck om serien 1p
3 (In(k 4+ 1) — Ink)
k=1
ar konvergent.
(¢) Undersok om den generaliserade integralen 2p

/(X> (In(2* +1) — 2Inz)dz
0

ar konvergent. Motivera ordentligt, dvs om du anvdnder en sats sa redogér for vad
satsen sager och hur du kollar férutsdattningarna.

(a) Termerna i serien kan skrivas om till In(k* + 1) — 2Ink = ... = In(1 4+ %) och vi kan
anvanda t.ex. JFK II och jamfor med k% Eftersom

In(k? +1) —2Ink _ In(1+ %)

1 1
P) P)

—1 dak— o

o
o

&r serien konvergent, ty serien > 7~ 7z ér konvergent. OBS In(k* 4+ 1) — 2Ink > 0.
(b) Samma typ av omskrivning och jamforelse med % visar att serien ar divergent.

(c) Integralen &ar generaliserad i * = 0 och eftersom integrationsintervallet ar obegrinsat.
Darfor delar vi upp integralen, t.ex. som

/1 (In(z® +1) - 2lna:)dx+/oc (In(2* +1) — 2Inz)da.
0 1

I den forsta integralen ar bara integrandens andra termen obegriansad, men explicit rakning
(ej gjort hér!) visar att fol In zdx ar konvergent och darmed ar hela forsta integralen konver-
gent.

For den andra integralen kan vi antingen anvinda JFKII for integraler pa liknande sétt som i
(a) eller sa anvander vi Cauchys integralkriteriet, da vi vet att serien i (a) dr konvergent. Da
maste vi alltsa kolla att funktionen f(z) := In(x? +1) — 2In 2 &r icke-negativ och avtagande.

Vi ser direkt f(z) = ... =In(1+ 2) > 0 och eftersom f'(z) = 1+1L (—&)<0forz>1
2

x

ar f avtagande.

o0

Dérmed har den andra integralen samma konvergensbeteende som serien Y f(k), vilket &r
k=1

den konvergenta serien fran (a).

Svar: (a) konvergent (b) divergent (c) konvergent.



Losningar till tentamen

Analys A,
20-10-14.

1.a) Detta dr en sa kallad teleskoperande serie.
Partialsumman sy kan férenklas enligt féljande:

SN = (In(k+1) —Ink) =
k=1
In2+ (In(3) =In2)+... + (In(N +1) —InN)
=In(N+1) 500 nidr N — oo.

Serien #r alltsa divergent. (Det gar dven att visa
detta genom att anvinda jaimforelsekriterium II
och jamfora med serien > 3%, 1.)

b) Integralen &r generaliserad i bade 0 och oc.
Vi delar upp integralen i tva delar,

/ ¥ _dr / Podr / ¥ dr

o Vet+azt Jo Ve+zt i Vrt+at
och undersoker konvergensen hos var och en av
delarna. Eftersom

. z+zt . / z .
xl—1>%1+ . x1—1>%1+ x + x4 N 17
NZ3

sa foljer att

konvergent < / konvergent,

/ b de
0 Va+at
enligt jamforelsekriterium II. Eftersom den
hogra integralen #r konvergent (med vérdet 2)
sa dr dven den vénstra det.

For den andra delen kan vi ocksa anvéinda
jamforelsekriterium II, fast vi nu jdmfor med in-
tegranden z 2 i stillet. Eftersom

1

4
x

lim Y2 = lim [ =1,

T—00 ol T—00 Tr+x
sa foljer att

o0
/ @ konvergent < / — konvergent,
1 Ve+at

enligt jamforelsekriterium II. Eftersom den
hogra integralen dr konvergent (med virdet 1)
sa dr dven den vénstra det. (Det gar dven bra
att anvinda jamforelsekriterium I.)
Sammanfattningsvis konvergerar bada delar-
na och den ursprungliga integralen &r alltsa kon-

vergent.

ln( (1+22+9?))

2.a) Vi undersoker grénsvirdena lings z-axeln
och léngs linjen = = y:

2
limln(1+t +0+0) hml— 1
t—0 In(1+ 2 + 0) t—0

3t2+0() 3
t—>02t2+0( 4) X

In(1+t2+t2+12)
11m
t—0 In(1+ 2 +¢?)

dér vi har MacLaurin-utvecklat In(1 4+ u) = u +
O(u?). D& vi far olika grinsvirden lings de bada
linjerna saknar funktionen grénsvérde i origo.

b) Vi observerar forst olikheterna

Lo, o 2 2 2, .2

§(x +y°) <2 +ay+y° <2027 +y7),
som vidare ger att
%(1+x2+y2> <1tz ray+y® <21+ 447,
och till sist

In(1+2%+zy+y?) <

In(1+22+y2) —

In(1 + 22 + y?)

Med logaritmlagarna kan vi berdkna gréans-
véirdena av ytterleden:

In(3(1

n(5( + 22 +y))_ In 2 I
In(1+ 22 + y?) In(1+ 22 + y?)

In(2(1 + 22 + 2 In2
n(2(1+a°+y°)) n Y

In(1+22+92)  In(1+22+y?)

Enligt instdngningslagen foljer att ocksa det ur-
sprungliga grénsvérdet blir 1.

3. Vi rdknar med kedjeregeln

0f _0fou  0f o0 _ 0
or  Oudxr Ovdx Ou’
of Of Ou Bf(%__g_kaf
dy  Oudy  Ovdy ou Ov’
P& operatorform kan vi skriva
or  Ou oy  Ou  Ov’

Andraderivatorna kan nu skrivas

O*f 0 [of of O’ f
02 Ox <6:1:> ou <8u) 2’

0% f _ 0 ( of of __ﬁ 0% f
0xdy  Ou ou?  Qudv’

Cou | Ov

In(2(14+22+42))
~ In(1+a22+y?)



0? 0 0 0 0
Pf_ (0, 0N( o ory_
Oy? ou Ov ou  Ov
2 2 2
P, Pf O
ou? " Oudv  Ov?

Insdttning i den ursprungliga ekvationen ger
efter forenklingar (och med observationen att

H.L. = (z—y)?=u?):

2 _ o
oz
Vi integrerar tva ganger m a p v:
0%f 5 Of u?v?
oz U EH, = vtop(u)ef = 5 +o(u)v+ep(u),

dér ¢ och v dr tva stycken tva ganger konti-
nuerligt deriverbara funktioner. Atergang till de
ursprungliga variablerna ger slutligen

2,2

fle) = T e — v )

4.a) Vi observerar forst att lim, o f(x,0,0) =
limg 00 2% = 00, vilket visar att sup f = oo och
att maximum inte kan antas. For att visa att
minimum faktiskt antas récker det att visa att
limgoy 20,2, f(2,9,2) = co. Vi gor detta ge-
nom att konstruera en funktion g(r) sadan att
g(r) = oo da r — oo och f(x,y,z) > g(r), dir
r=+/x%+y?+ 22

Observera forst att i varje punkt (x,y,z)
maste gilla att nagon av kvadraterna z?2, 32, 22
ar storre dn %7“2. Det foljer att nagon av termer-
na ac4, y4, 2* maste vara storre &n (%72)2 = %7‘4,
vilket ger olikheten z* +y* + 24 > %7“4. A andra
sidan vet vi att |z| <7, |y| < r,|z| < r, vilket le-
der till att |oy-+yz-+2a] < [ally|+lyllz]+|2]le] <
3r2. Den omvinda triangelolikheten ger nu att

syt 2t 2@y +yz+2z) > —rt =612 — oo,

O =

vilket visar pastaendet.

b) Vi beriiknar de stationédra punkterna:

fr = 423 — 2y — 22 = 0,
fy = 493 — 2 — 22 = 0,
flo= 423 —2y—2z=0.

Eftersom det var givet att * = y = 2z = t sa
reduceras alla tre ekvationerna till 4t3 — 4t = 0
med de tre rotterna t = —1,0, 1, vilket ger de
tre stationéira punkterna (—1,—1,—1), (0,0,0)
och (1,1,1).

For att bestdmma karaktdren av punk-
ten (0,0,0) kan vi berdkna andraderivatorna:
3/5,1(070) 7:/ly<070) = ;’Z(O,O) = 0 och
2y(0,0) = f7.(0,0) = f1.(0,0) = —2. Detta
ger den kvadratiska formen Q(h, k,l) = —4hk —
4kl — 4lh som &r indefinit (t ex géller ju att
Q(1,1,0) = —4 medan Q(-1,1,0) = +4).
(0,0,0) &r alltsa en sadelpunkt.

Vi kan gora pa samma sétt med de tva dvriga
stationdra punkterna, men det &r enklare att
observera att vi fran a) vet att funktionen an-
tar globalt min, och eftersom den &r partiellt
deriverbar maste min-virdet antas i nagon av
de stationéra punkterna. Det kan inte vara i
(0,0,0) som ju ér en sadelpunkt, och eftersom
f(=1,-1,-1) = f(1,1,1) = —3 sa maste bada
de Ovriga vara globala, alltsa speciellt lokala,
minpunkter. (Fér den som valt den andra me-
toden blir den kvadratiska formen i bada min-
punkterna for 6vrigt lika med Q = 12h%+12k% +
122 — 4hk — 4kl — 41h = 12(h— 5 - 1)® &
3 (k- é)z + @ som &r positivt definit.)

5. Bivillkoret ger en kompakt méngd: den &r
sluten och da lim,z, 2 o (z* — 2y + y*) >
limg2 2 o0 (2t — %$2 — %gf +y*) = 00, s& maste
varje nivakurva vara begrinsad, speciellt géller
detta for kurvan z* — zy + y* = 1. Enligt sat-
sen om extremvirden maste storsta och minsta
vérde antas.

For att hitta extrempunkterna berdknar vi
Vf = (1,1) och Vg = (42 — y,4y® — z) dér
g(z,y) = 2* — 2y +y* — 1. Vi far

1 1

0= 42 —y 4y —

= (4y° —2) — (42° ~y)
= 4y’ —a®)+(y—x) = (y—a) (4" +aey+y?)+1).
Eftersom 224+ zy+y? = (22 4+y*+(z+y)?) > 0
sa kan den andra faktorn aldrig vara 0. Det foljer
att de enda mdjliga extrempunkterna maste
uppfylla x = y. Insédttning i bivillkoret ger ekva-
tionen 2z* — 22 = 1. Med t = 22 far vi 26> —t =
l1& t=1Vt= —3 Eftersomt = z? > 0
Aterstar bara mojligheten t = 22 = 1 & ¢ = £1,
vilket ger punkterna (1,1) och (—1,—1). Vi ser
nu att f(1,1) = 141 = 2 maste vara det storsta
vardet och att f(—1,—1) = —1 — 1 = —2 maste
vara det minsta véardet.

6 & 7. For teorifragorna hénvisas till kurslitte-
raturen.

/Martin Tamm/201014/



Losningar till tentamen

Analys A,
20-11-18.

1.a) I detta fall géller att

lim (—1)*vk

k—o0
inte existerar, vilket betyder att serien inte kan
vara konvergent.

1
b) Hér ser vi i stéllet att foljden — &r monotont
vk

avtagande, och att

Eftersom serien #r alternerande, foljer det av
Leibniz kriterium att den &r konvergent.

2.a) Vi undersoker grénsvirdena lings z-axeln
och langs linjen z = y:

et +0+0 _
lim ———— =lim1l =1
2 2 2
) et +te+te 1
lim

im 3t2+0(tY) 3
=0 ettt —1 15022+ O(th) 2

dér vi har MacLaurin-utvecklat e* — 1 = u +
O(u?). Da vi far olika grinsviirden lings de bada
linjerna saknar funktionen grénsvirde i origo.

b) Det &r littare att se vad som hinder om vi
forlanger med e~y

ex2+my+y2 -1 ery _ e—mg—yQ

e ty? — 1 1—e ey~

Eftersom e=*" %" — 0 s& gar ndmnaren mot 1.
Men faktorn e*¥ gar mot 1 lings koordinatax-
larna och mot 400 léngs linjen © = ¢,y = t. Det
foljer att téljaren, och dérfér hela funktionen,
saknar grénsvérde precis som i a).

3. Vi rdknar med kedjeregeln

of _ofou ofov_of of
or Oudr Ovdr Ou Ov’
of _0fou  Ofdv _0f Of
Oy Oudy Ovdy Ou v

Ytterligare en derivation ger

‘92f_5‘9f>_‘9 ‘9>af ofy _
ox?  Ox (83: _<8u+8v <8u+8v)_

e

Ou? + Oudv + o2’

Pa samma sétt beraknas

f 9 (of\ (9 9N [Oof of\
8y2_8y<8y>_<0u 81}><3u 8v>_

Pf P P

9~ “oudw T ou?
Inséttning i H.L. och V.L. ger nu:

of of af

AT '

8m+8y ou
och

Pf_f P

0x2 Oy Oudv’
dvs vi erhaller ekvationen

*f _,0f

48u8v T ou”

Vi delar med 2 och sétter g = g—i. Da uppfyller
g ekvationen

27 — g
Ov ov 29

Efter multiplikation med den integrerande fak-
torn I = e¥/2? kan ekvationen skrivas

0

e v/25)= —v/2  _ — v/2
81}(6 g) 0 e "9 =d(u) = g=d(u)e”?,
for nagon godtycklig funktion ¢(u) av u. Om vi

gar tillbaka till f far vi alltsa

of _

ou
dér ®(u) dr en primitiv till ¢(u) och ¥(v) &r
en godtycklig funktion av v. Atergang till de ur-
sprungliga variablerna x,y ger till sist

$(u)e’? & f = d(u)e? + ¥ (v),

f($7y) - (I’(ilf + y)e(z—y)/Q + \I/(.’IJ - y)7

dér ® och ¥ &r tva godtyckliga tva ganger kon-
tinuerligt deriverbara funktioner.

4.a) Om vi betraktar linjen x = y = z = ¢ ser vi
att
g(t) = F(t,,1) = 982 — 683

gar mot Foo da t — +oo. Det foljer att f(x,y, 2)
inte kan anta nagot storsta eller minsta vérde.

b) Vi beriiknar de stationédra punkterna:
fr = 2@@+y+z)—6yz=0,

fo = 2@ +y+z)—62xz=0, (1)
L = 2x+y+z) —6xy=0.



Eftersom de forsta termerna i dessa ekvationer
ar lika sa blir d&ven de sista lika, dvs

6yz = 6xz =6y < yz=xz=xy. (2)

Vi visar nu att dessa villkor medfér att x =y =
z. Om vi t ex tar den forsta likheten, yz = zz,
sa kan denna skrivas som (y—x)z = 0. Vi ser att
antingen géller att © = y eller sa maste z = 0.
Men om z = 0 sa ser vi fran (2) att da blir &ven
zy =0,dvsx =0eller y = 0. Om nu bade y = 0
och z = 0 sa foljer av den forsta ekvationen i (1)
att &ven x = 0. P4 samma sétt leder antagandet
att y #£ zelleratt ¢ # ztillz =y = 2z = 0.
Slutsatsen blir alltsa att den enda mdjligheten
ar att x =y = z.

Om vi sétter in x = y = z = t i vilken som
helst av de tre derivatorna sa reduceras denna
till 2(t+t+t) —6t2 =0 < t — 2 = 0 med de
tva rotterna t = 0, 1, vilket ger de tva stationéra
punkterna (0,0,0) och (1,1,1).

For att bestdmma karaktdren av punk-
ten (1,1,1) kan vi berékna andraderivatorna:

7 (L1L,1) = f7(1,1,1) = f7(1,1,1) = 2 och

- Jzz

v =2-62= fr(1,1,1) = —4, fI, = 2—6x =
ve(1,1,1) = =4, fi, =2 -6y = f,.(1,1,1) =

—4. Detta ger den kvadratiska formen
Q(h, k,1) = 2h* 4+ 2k* 4 21? — 8hk — 8kl — 8lh =

(h — 2k — 21)% — 3(k + 21)% + 912,

som &r indefinit. (1,1, 1) dr alltsa en sadelpunkt.

Om vi nu betraktar punkten (0,0,0) sa &r
det latt att se att den associerade kvadratis-
ka formen dr @ = (h + k + [)? som &r semi-
definit. Vi kan alltsa inte direkt dra nagon slut-
sats. Men det ligger néra tillhands att studera
planet « + y + z = 0. En linje i detta plan som
gar genom (0,0,0) ges av & = t,y = t,z = —2t.
Insatt i f(z,y,2) far vi funktionen

h(t) = f(t,t,—2t) = 123,

Eftersom denna funktion antar bade strikt posi-
tiva och strikt negativa varden godtyckligt néra
origo sa maste dven denna punkt vara en sadel-
punkt.

Anmiérkning: I efterhand kan vi konstatera att
vi har ytterligare ett bevis for att funktionen
inte kan anta max eller min: Det finns helt enkelt
inga stationéra punkter dér max eller min skulle
kunna antas!

5. Det &r klart att det méaste finnas nagon punkt
som minimerar avstandet till origo: vi observerar
att det riacker att minimera avstandsfunktionen
over skdrningen av kurvan med en (kompakt)
cirkelskiva som #r tillrackligt stor for att in-
nehalla nagon punkt pa kurvan for att erhalla
minimum. Existensen av minimum foljer dérfor
av satsen om extremvérden.

For att visa att maximum inte antas racker
det att observera att det for varje z finns ett y
sadant att punkten P = (x,y) ligger pa kurvan.
Detta foljer av att den reella tredjegradsekva-
tionen xy> + 23y = 2 for y alltid har en 16sning
(utom da x = 0). Eftersom avstandet fran P till
origo alltid &r storre |x|, som kan viljas godtyck-
ligt stort, foljer att det inte finns nagot maximalt
anstand till origo.

For att hitta extrempunkterna betraktar vi
f(z,y) = 22 +y? (avstandsfunktionen i kvadrat)
och beriknar Vf = (2z,2y) och Vg = (y3 +
322y, 3xy? + 23) diir g(x,y) = 2y + 23y — 2. Vi
far
o 2z 2y
Ty +32%y 3ay? 4 2B

0

2x(3xy? + %) — 2y(y® + 32%y) = 22% — 2.

Vi far 2* = y* som ger att z = y eller z = —y.
Fallet & = y: Insatt i bivillkoret far vi y* +y* =
2 & y = =1, vilket ger punkterna (1,1) och
(—=1,-1).

Fallet x = —y: Insatt i bivillkoret far vi ekvatio-
nen —y* — y* = 2, som saknar 16sning.

Vi ser nu att f(1,1) = f(=1,—-1) = 12+ 1% =
2 ar det enda mojliga extremvirdet som alltsa
maste vara det globala min-virdet. Det kortaste
avstandet blir dirfor roten ur detta, dvs /2.

/Martin Tamm/201118/
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Tentamen 1 Sannolikhetsteori 1

22 oktober 2021 kl. 813

Ezxaminator: Maria Deijfen, 070-3369790, mia@math.su.se

Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare, formelsamling och normalférdelningstabell. Al-
la hjélpmedel delas ut vid tentamenstillfallet.

Aterlimning: Tentaresultatet liggs in i ladok senast fredag 5 november.

Varje korrekt 16st uppgift ger 10 podng. For godkint betyg kravs minst 20 poéng
pa basdelen. Den svarare delen réattas endast om basdelen &r godkidnd och betyget
satts da utifran podngen pa den svarare delen: E:0-6, D:7-12, C:13-18, B:19-24,
A:25-30. Resonemang skall vara klara och tydliga att félja. Inférda beteckningar
ska definieras.

Basdel

Uppgift 1

Héar foljer fem flervalsfragor. Varje fraga har endast ett réitt svarsalternativ. Be-
svara fragan genom att ange det rétta alternativet. Svaren behover inte motiveras.

a) I térningspoker kastas fem térningar simultant. Lat A vara hindelsen att
(minst) tvA av térningarna kommer upp med samma siffra, B héndelsen att
(minst) tre av tdrningarna kommer upp med samma siffra, och C' héndelsen att
man far kik (dvs ett par och ett tretal). Vad ar sant?

1.C=AUB
2. C kan inte uttryckas med hjélp av A och B pa nagot enkelt sétt
3.C=ANB

b) Fyra norrmén, tre finnar och sex svenskar ska placeras pa en rad med tretton
stolar. Hur méanga placeringar finns det om alla personer av samma nationalitet
méste sitta bredvid varandra?

1. 413161133
2. 41316!3!

3. (4)(5) )
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c) Lat F(x) vara fordelningsfunktionen f6r den stokastiska variabeln X. Vilken
férdelningsfunktion har variabeln Y = aX + b, dédr a och b ar konstanter och
a> 07

4. Fy(y) = aF'x(y) +b

d) Lat X och Y vara stokastiska variabler med Var(X) =Var(Y) = o2 > 0 och
Var(X +Y) = 202. Vad #r sant?

1. Man kan inte avgéra om X och Y ar oberoende och inte heller om Cov(X,Y) =
0.

2. X och Y é&r oberoende, men man kan inte avgora om Cov(X,Y) = 0 eller inte.
3. Cov(X,Y) =0 och X och Y &r oberoende.

4. Cov(X,Y) = 0 men man kan inte avgéra om X och Y &r oberoende.

e) Lat Xy,..., Xjg var oberoende N(2,4)-férdelade. Den storsta av de tio stokas-
tiska variablerna har fordelningsfunktion Fj,... Vad géller?

1. Fraz(0) =1 —4710

Uppgift 2

For handelserna A och B géller att P(A) = 0.25, P(B) = 0.12 och P(AUB) =
0.32.

a) Beridkna sannolikheten att ingen av héndelserna A och B intréffar.

b) Berékna sannolikheten att bade A och B intréffar.

c¢) Berékna sannolikheten att exakt en av hdndelserna A och B intréffar.

Uppgift 3

Den diskreta stokastiska variabeln X kan bara anta véardena 0, 1, 2 och 3. Man
vet att p(1) = 0.2, p(2) = 0.3 och p(3) = 0.4. Berdkna:

a) p(0);

b) P(X > 1);
c) E[X];

d) Var(X).
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Svarare del

Uppgift 4

Néar man tillverkar gem utgar man fran en metalltrad med lidngden 1.6 meter.
Traden kapas, bojs till i gem-form och samtliga gem forpackas sedan i en kartong
med texten "100 gem". Om det pa slutet aterstar en liten tradbit som inte racker
till ett gem sa slangs denna bit. Langden pa metalltraden hos ett gem ska vara 15.9
mm men kan variera nagot. Antag att langden beskrivs av en stokastisk variabel
med vantevirde 15.9 mm och standardavvikelse 0.5 mm.

a) Beridkna sannolikheten att kartongen innehéaller minst 100 gem.

b) Hur lang metalltrad méste man utgé ifran for att sannolikheten att kartongen
innehaller minst 100 gem ska vara 99.9%7?

Uppgift 5

Man har fem bollar och for var och en av bollarna kastar man ett symmetriskt
mynt for att bestdmma fargen pa bollen: Om man far krona malas bollen vit, om
man far klave malas bollen r6d. De malade bollarna stoppas in i en lada. Sedan
drar man en boll slumpvis fem ganger ur ladan med aterldggning. Antag nu att
den dragna bollen ar vit varje gang. Vad ar da (givet att bollen &r vit varje gang)
sannolikheten att alla fem bollar i ladan ar vita?

Uppgift 6

En punkt viljs likformigt pa intervallet [0, 2]. Punkten delar intervallet i tva delar.
Bilda en rektangel med bas som har ldngd som den ena delen av intervallet och
h6jd som den andra delen av intervallet.

a) Berikna sannolikheten av arean av rektangeln &r mindre &n 0.5.

b) Berdkna kovariansen mellan rektangelns area och bas.

Lycka till!
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26 november 2021 kl. 14-19

Ezxaminator: Maria Deijfen, 070-3369790, mia@math.su.se

Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare, formelsamling och normalférdelningstabell. Al-
la hjélpmedel delas ut vid tentamenstillfallet.

Aterlimning: Tentaresultatet 15ggs in i ladok senast fredag 10 december.

Varje korrekt 16st uppgift ger 10 podng. For godkint betyg krdvs minst 20 po-
ang pa basdelen. Den svarare delen réittas endast om basdelen dr godkédnd och
betyget sdtts da utifran poédngen pé den svarare delen: E:0-6, D:7-12, C:13-18,
B:19-24, A:25-30. Resonemang skall vara klara och tydliga att folja och eventuella
approximationer ska motiveras. Inférda beteckningar ska definieras.

Basdel

Uppgift 1

Héar foljer fem flervalsfragor. Varje fraga har endast ett réitt svarsalternativ. Be-
svara fragan genom att ange det ritta alternativet. Svaren behover inte motiveras.

a) Antag att hindelserna F och F dr disjunkta och att P(E) > 0 och P(F) > 0.
Pastaendet "E och F' &r oberoende’ ar

1. mojligtvis sant
2. alltid falskt
3. alltid sant

b) Lat X vara en stokastisk variabel med E[X]| = 10 och Var(X) = 15. Vad é&r
E[X?]?

1. B[X?] = 1225
2. E[X?] =1015
3. E[X?] =325
4. E[X?] =115
o oo _(a=1)? . L amw? .
c) Bestdam [ e” s dx. Ledning: f(z) = Tor3C 27 Ar tathetsfunktionen

for en normalférdelad stokastisk variabel med véintevirde p och varians o2.

1. 827
2.V2m
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3. 2V 27
4.79

5. 44/ 21

d) En urna innehaller fem svarta kulor och fem réda kulor. Vi drar tva kulor med
aterlaggning (dvs nér vi dragit forsta kulan liagger vi tillbaka den innan vi drar
andra gangen). Lat X; och Xy vara definierade genom

{ 1 om i:te kulan svart;
X, =
0 annars.

Definera Y7 och Y5 analogt da vi drar utan aterliggning (dvs den dragna kulan
laggs inte tillbaka i urnan innan vi drar en andra gang). Vad géller?

1. X1 och X5 ar oberoende och Y; och Ys ar oberoende.
2. X1 och X5 &r oberoende men Y7 och Y5 ar inte oberoende.
3. X1 och X5 ar inte oberoende men Y; och Y5 dr oberoende.

e) Lat X och Y vara stokastiska variabler med Var(X) = Var(Y) = 23. Vad ar
sant?

1. Cov(X,Y) =23

2. Cov(X,Y) > —23

3. Cov(X,Y) < V23

4. Man kan inte dra nagra slutsatser om Cov(X,Y).

Uppgift 2

Det finns tre olika fagelarter pa en 6 och vissa av faglarna &r ringmérkta. Av
faglarna &r 45% av art 1 (10% av dessa ar ringmaérkta), 38% av art 2 (15% av
dessa ar ringmérkta) och 17% av art 3 (50% av dessa dr ringmérkta).

a) Vad ar sannolikheten att en slumpmaéssigt vald fagel dr ringmérkt?

b) Man observerar att en fagel inte ar ringmérkt. Vad ar sannolikheten att den
ar av art 27

Uppgift 3
Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med téathetsfunktion

fz) =

ce™®* om z > 0;
0 annars.

a) Bestam c.
b) Beridkna P(X > 1).
c) Ange fordelningsfunktionen for X.
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Svarare del

Uppgift 4

En grupp om n > 3 personer kastar samtidigt varsitt symmetriskt mynt. Om
nagon person far ett unikt resultat (dvs personen far krona medan alla andra far
klave, eller personen far klave medan alla andra far krona) si vinner den personen.
Finns ingen person som har ett unikt resultat anses omgangen oavgjord. Man
upprepar detta tills en vinnare utses.

a) Vad ar sannolikheten att det krdvs m omgéngar for att utse en vinnare?

b) Vad &r det forvantade antalet omgangar som kravs om n = 107

Uppgift 5

Livslangderna hos en viss typ av elektroniska komponenter beskrivs av oberoen-
de lika fordelade stokastiska variabler. Den forvantade livslangden ar okédnd och
for att uppskatta denna planerar man att méta livslangden hos 250 komponen-
ter och anvinda den genomsnittliga livslingden bland dessa som uppskattning.
Om standardavvikelsen for livslingden hos en komponent dr 40 méanader, vad
ar d& sannolikheten att uppskattningen avviker hogst 5 manader fran den sanna
foérvantade livslangden?

Uppgift 6

Lat X och Y vara oberoende exponentialférdelade stokastiska variabler med pa-
rameter A\ respektive \o. Hérled téthetsfunktionen for X/Y.

Lycka till!



